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ELEMENTAIRES 



INTRODUCTION DU POLYNOME DÉRIVÉ 

EN MATHEMATIQUES ELEMENTAIRES (*) 



On sait comment on reconnaît qu'un polynôme entier en 
X est divisible par (x — a), et aussi comment on reconnaît 
qu'un polynôme entier est divisible par (x — a) {x — 6), 
a et 6 étant deux nombres différents; mais si l'on suppose 
que l'on fasse a = 6, on rencontre une difficulté, lorsque 
l'on cherche les conditions de divisibilité d*un polynôme 
entier par {x — o)'. 

C'est cette, question qui va nous occuper ici. 

Désignons par Ua? le polynôme proposé, et convenons que 
Va exprime la valeur que prend ce polynôme quand nous y 
remplaçons x par a ; alors les deux conditions 

Ua = o, JJb = o, 
si b est égal à a, se réduisent à la relation unique, nécessaire 
mais non suffisante Ua = o. 

Reprenons les conditions du cas général. 

Ua = Ao a -f" ^1 û*" "" ^ + • • • "h ^«» = o 
Uô = Ao 6"» -f- Al 6"» - ^ -f ... -f Bm = o. 
Nous pouvons remplacer Tune d'elles par la conditiçn 

Ua-Uft 



a — b 



=r o 



(*) Voir V Algèbre de Lauvernay, p. 30. 
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ou Ao (o"»-< + b o™-» + . . . -|- 6«-<) 

+ Al (<r»-» 4- 6 a"»-> -f- . . . + 6"»- ») 

+ 



=: O 



-p Afn— 1 

Si Ton suppose que a tende vers 6, cette relation devieni 
à la limite 

m Ao a*»-^ 4-(^ "" 0-^1 0"*-^+ ... H--Am-i = o. 
Si nous appelons polynôme dérivé d'un polynôme donné 
Ua?= Ao x^ + Al 05»»-^ + . . . + Am- 1 a? -J- Aw 
celui que Ton obtient en écrivant la suite 

W AoCD"»-'" + (^ — l) Al irni-2 -j- ... _|- Am-1 

dont les termes sont déduits des termes correspondants de JJat 
par la loi suivante : i^ Si Ak x"* - ^ est écrit dans le polynôme 
Ux , (m — k) Ak x"^ - ^ - 1 sera le terme correspondan t du polynôme 
dérivé; 2^ la constante Am de JJ^i ne figure pan dans le polynôme 
dérivé; nous pourrons former îmmédiatement le polynôme 
dérivé de Ua? et en le désignant par U'o, , nous allons établir 
le théorème suivant: 

Théorème. — Pour qu'un polynôme Ux soit divisible 
exactement par (x — a)', il est nécessaire et suffisant que l'on 
ait : Ua = o, U a = o, c'est-à-dire que a annule le polynôme 
proposé et le polynôme dérivé de celui-ci. 

Nous avons déjà reconnu que ces conditions étaient né- 
cessaires, mais il reste h démontrer qu'elles sont suffisantes. 

On a Ua,= koX^ -{- AiX'^ - ^ + ... + Am- iX-\' km 

Ua = Aoa*» + Aia^ "^ + . . .+ Am-<a + Am 
donc paisque Ua = o 

Ao (aî»»-^ + ax^-i +. . . -f-a^-i) 

+ A|(ccw>~2+ +a'w-2) 

+ 



(A) T5m = (cD— a) 



"P Am — 



— « — 

ou Ua? = {x — a) Yx 

Yco désignant le polynôme qui est placé dans la paren- 
thèse. Mais on trouve que 

Va=U'« . 
donc Va = o 

et Ton a Yaf^={x — a) Wj, 

par suite \Jx = {x — a)* Wa 

ce qui prouve que si Ua = o, Ha = o, Va est exactement 
divisible par {x — o)*. 

Application. — Reconnaître gttc 

U = nxn-i — (n 4- i)xn y +y°"^* 
est exactement divisiblepar 

V = X* — 2xy + y*. 

On écrira d'abord 

U= r+^ jn.^;^-(n+i) — +1 j 

V = j/* S ^ - 2 — + I 

^ ( y' y ^ 

et en posant — = X 

y 

on considérera les deux polynômes: 

Ux = nX^ + ^ — (n+ i) X'^^- I, 
V = X* — 2X + I . 
On a u^ = o 

u'a!= n (n -f- i) X»* — n (n + i) X'»-^ 

donc u\ = o 

et par suite v est divisible par (X — i)*; d'oîi l'on déduit 

que U est exactement divisible par V. 

Polynôme dérivé second. Divisibilité par (x — a)'. Indice 
simple f indices multiples. 

On peut généraliser les idées précédentes et après avoir 
conçu le polynôme U', dérivé de U, imaginer le polynôme 
dérivé de U', le désigner par U" et le nommer polynôme 
dérivé second. On aura donc 
Ux = AqO^ + Aja?"*— ^ + • • • 

+ Am-aCD* + ^m-iX + A 
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Wx = (m — OmAoic»»- 2 -|- (wi _ 2)(m — i)A4a?'»- » + • -» • 

. .+ 2Am — a 

et nous nous proposons de rechercher les caractères de 
divisibilité par {x — o)', lesquels peuvent s'énoncer ainsi : 

Théorème. — Pour qu'un polynôme entier Ux soit divisible 
par (x — a)', il est nécessaire et suffisant que Von ait 

Ua = U'a = U^a=0. 

Mais avant d'exposer la démonstration de cette propriété» 
nous donnerons quelques explications sur l'emploi si fré- 
quent dans l'analyse de l'indtce, du double indice^ en général 
de Vindice multiple. 

Quand on veut exprimer par une notation abrégée qu'une 
expression algébrique donnée U renferme une certaine 
lettre a?, il est commode de représenter (comme nous l'avons 
fait plus haut, pour le polynôme entier) cette expression 
par Ua? . Si Ton veut aussi rappeler que U a une valeur qui 
dépend de deux lettres a?, j/, nous pouvons le désigner par 
Ua?/y; X Qi y sont dits des indices. On écrit aussi UJJ; 
mais en adoptant cette écriture algébrique qui s'énonce 17 
indice x, indice y, il faut se rappeler que la lettre y repré- 
sente un indice, et non un exposant. Cette convention faite, 
nulle confusion n'est possible et l'on pourra prendre indiffé- 
remment l'une ou l'autre des deux notations précédentes ; 
l'une et l'autre sont d'ailleurs employées. 

Lorsque les indices x, y, z d'une expression algé- 
brique Ua?,y,j5 ou quelques-uns d'entre eux sont assujettis 

à prendre des valeurs entières et positives, la partie de l'al- 
gèbre qui étudie les relations Aiies relations de récurrence^ 
auxquelles satisfont les relations considérées, est nommée 
analyse combinatoire. 

Posons d'après la notation des indices 

Ra?,m = 05*» 4- ax^-^ -f- c'a-»"-* -|- • • • + û*^ 
alors Ra,m = a»^ -^ a^ -\- a^ -\' . .. -\- a^ 

(B) Ra,m= (m+ Oa'^ 



ce — a X — a X — a * 

et par suite 
R»,m— (m+ i)a^={x—a) ) Hr,m-i+allr,m-s+ . . . +«m-i } 

(G) 
la formale (A) du paragraphe précédent peut s'écrire, cette 
notation étant adoptée, 

Uflj =: {X — a)\ A.oRar,m-1 + AiIlr,m-2 + ... + Am~i { 

et en posant 

on a, en tenant compte de Tégalité (B), 

Va = Ao ma^-'i 4-Ai(m — 1)0^-^ -|- ... -f Am-i 
et par suite d'après (G) 

(1) / Ao(Ra?,m-2+aIlr.m-3+...+a«"-t) 

-|- Ai(Ra,m-3 + aIlp,wi-4+ . ^ . -j-^»"*""') 

VS*— Va = (a;— a){+ ... 

-|- A^ — 3 R/pj -|- a 

+ Am-2 

ou Yx — Va = (a; — 0) Wj? 

Wx désignant la parenthèse qui suit le facteur (x — a) 
dans l'identité (1). Il est maintenant facile de reconnaître 
que 2Wa = U'a ; 

on a en effet 

Ao (Ra.m-2 + aRa,m~a + • . • + «"*-*) 
-f Al (Ra.m^» 4- aRa,m-4 + ... ,4" a«~8) 

+ Am-3 (Ra,i 4" ^) 
+ Am^-2 

ou, et en vertu de l'égalité (B), 

A,a^-^{ I 4-2 + 3+ •.. + (m — I )( 
+ kia^-* |i+2 + 3+ ... +(m — 2)} 
+ 
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+ Am-jO { I + 2 I 

d'ailleurs, si Ton pose 

Sp = I + 2 + 3 + ... -\-p, 
on a aussi 

Sp =p + (p— i) +(p— iî)+ ••• + i; 

on aura 2Sp = p(p-\- i) ; 

donc 

2Wa = m{m — i)Aoa'»*-2 -^ (m — i)(wi — 2)Aia'»- 

. '+ ... .-|- 2 . lAm-2 

ou enfin 

La démonstration du théorème qui nous occupe est main- 
tenant très simple. 
On a successivement établi que, 

Ua? — JJa= (X — à) Y 00 
Ya^-Ya={x—a)Wœ 

avec les conditions Y a = U'a 

on en déduit 

U<p= Ua + (ce — a) Va i-ix — ay W^, . 
Si Ton suppose à la fois Ua= o, Va = o, on retrouve le 
résultat déjà établi; Vx est alors divisible par {x — a)*, 
puisque Ton a Ua?= (a? — aY^Wx 

et alors de deux cjioses Tune : ou Wa n'égale pas o, par 
suite U'a n'égale pas o et alors Ua; n'est pas divisible par 
(x — a)' ; ou au contraire Wa = o, par suite Va = o, alors 
Wx est divisible par (x — a), et JJx par {x — aY ; les trois 
conditions nécessaires et suffisantes pour que Uo? soit divisible 
par {x — a)*, sont donc 
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NOTE DE TRIGONOMÉTRIE ET GÉOMÉTRIE 



Problème. — Étant donné un point P dans Vintérieur d'un 
cercle, de ce point on lance une bille; trouver dans quelle di- 
rection il faut la lancer pour qu'elle revienne au point de départ 
après n réflexions. 

Soient (fig. i) A^ et An le premier et le dernier point d'inci- 
dence. Les deux triangles 
OAiP, OAnP ont le côté 
OP commun, OA^ = OAn ; 
de plus, il est facile de 
voir que les angles en A^ 
et en An sont égaux. Donc 
les angles en P sont égaux 
ou supplémentaires. 

Si ces angles sont sup- 
plémentaires, le point mo- 
bile décrit un polygone ré- 
gulier, convexe ou con- 
cave. Si donc on peut cons- 
truire un polygone régu- 




Fig. 4, 



lier de?i côtés passant par le point P, il y aura une solution. 
Il suflSt pour cela que l'apothème de ce polygone régulier 
soit inférieur à OP. 

En second lieu, supposons que les angles en P soient 
égaux. Abaissons du point une perpendiculaire OK surA^A,; 
et posons A^OP = x; kfiK = y ; nous trouvons facilement 
les égalités suivantes : 

Aa OP = a; + 21/ 

A3 OP =: a; -h 42/ 
et, en général AhOT? = x -\- 2(A — i)t/. 

Pour que An soit symétrique de Ai par rapport à OP, il 
faut que l'on ait 

2X -f- 2(n — 1)1/ = 2K7U 
ou x-\' (n — i)î/= Kir 

JOUBNAL DB MATH. ÉLÉM. 1882. 



Donc 



— 10 — 

D'autre part on a, en posant OP = a, OA^ = r, 

a cos y 

r cos {x — y) * 
Or X — y =K% — ny. 

r cos ny 

Cette dernière équation définit l'angle y; on aura par suite 
l'angle x, par la première équation. 

Dans le cas particulier de n = 2, l'équation précédente 
devient quadratique^ et, par suite, peut se traiter d'une ma- 
nière élémentaire ; mais on peut aussi résoudre la question 
géométriquement comme il suit : 
Soient (fig. H) P la position initiale, Ai et Aj les deux points 

d'incidence; me- 
nons la ligne À^O, 
et prolongeons-la 
jusqu'au point K 
oli elle rencontre 
une perpendicu- 
laire à OP menée 
par le point P; 
enfin décrivons le 
cercle PO, ayant 
pour centre P, et 
passant par le 
point ; il coupe 
en I la droite OE, 
et en D le prolon- 
gement de OP. Il 
est facile de voir 
que le quadrila- 




Fig. Si. 



tère PIED est inscriptible ; on a donc 

01 X OE = 2OP» ; 

OE— OI = OAi=r; 
le problème est donc susceptible d'une solution graphique, 
puisqu'il revient à construire deux lignes connaissant leur 
différence et leur produit ; on aura donc facilement OE, et, 
dar suite, le point A^ «era déterminé. 
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QUESTIONS 

A l'usage des CANDroATS DE SAINT-CYR 



Trouver une progression arithmétique pour loquelle la somme des termes 
soit donnée, quel que soit n, par la formule 

3n* 4- 4n. 

— Quelle relation doit-il y avoir entre les coefficients de deux équations du 
premier degré à deux inconnues pour que la valeur de Tune des inconnues 
soif double de l'autre ? 

— Sur les quatre côtés d'un rectangle, on construit extérieurement des 
triangles équilatéraux; on demande, connaissant le périmètre du rectangle, dans 
quel cas la surfigice totale sera maxima. ' 

— Simplifier et rendre calculable par logarithmes l'expression 

Sin^ a — sin* h 

Icos a + cos ft)* 

— Résoudre Sin a? + cos a; = séc œ. 

— Les côtés d'un triangle sont 

Oî^ + OJ + I, 20? 4-1, JP'— I. 

Démontrer que l'angle opposé au premier côté est de 120 degrés. 

— Calculer à 0,01 près l'expression 

S + n/T 

v/T- 2 ' 
Calculer à 0,01 la valeur de l'expression 



Combien faudra-t-il prendre de chitHres exacts aie? 

— La surface d'une sphère augmente de 371 centimètres carrés lorsque le 
rayon augmente de 1 centimètre; calculer, d'après ces données, le rayon à un 
millimètre près. 

— Trouver la vraie valeur de l'expression 

tff a 
Sin a = , ^ 

=fc v' I + tg» a 
quand on y suppose tg a =3 oo • 

— Décomposer â a en deux parties a; et 20—0; telles que 

2 2a — aj 



ioit maximum ou minimum. 

— Trouver trois nombres en proportion continue, connaissant la^somme 19 
de ces nombres, et la somme 133 de leurs carrés. 

— Une équation bicarrée dont les coefficients sont eonunensurables admet 

pour racine 2 — \[T\ trouver les trois autres racines et Téquation qui leur 
a donné naissance. 

— Résoudre l'équation cos* x — cos' (a — a?) =a m. 

— Dans un cercle, on connaît les longueurs c et c' de deux cordes parai 
lèles et la distance d de cet deux cordes; on demande *. 1* le rayon du cerde; 
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s** la distance du centre à l'une des cordes; 3"" la longueur de la corde éqoi-^ 
distante des deux premières. 

— Calculer les éléments d'un triangle rectangle dont on connaît la surface 
et la somme des côtés de l'angle droit. 

— On donne les trois angles d'un triangle ABC; calculer i'angle formé par 
la bissectrice de l'angle A et la médiane issue du même sommet. 

— Calculer les deux côtés de l'angle droit d'un triangle rectangle connais- 

fn 

sant la bissectrice b de l'angle droit et le rapport des deux côtés de 

n 

l'angle droit. 

— Les quantités variables x et y étant assujetties à vérifier l'équation 

x^ 4-^2 -^ xy = 2i6, 
assigner les valeurs de x et y qui rendent maxima l'expression 

2X + 3y, 
—r Deux ouvriers doivent creuser un fossé; le premier en fait la moitié, et 
ensuite le second fait le reste; ils emploient alors 25 heures; si les deux 
ouvriers travaillaient ensemble, ils auraient fini en 12 heui^es; combien de 
temps chaque ouvrier mettrait-il pour faire seul l'ouvrage entier? 

— Étant donné un point sur la bissectrice d'un angle, mener par ce point ' 
une sécante qui forme avec les côtés de l'angle, un triangle de surface donnée. 

— Décomposer 17 en trois parties telles que la somme des carrés de ces 
parties soit égale à 120, et le produit des parties extrêmes égal à 3 fois la 
deuxième. 

— Si a et 6 sont deux nombres qui ne sont divisibles ni par 2, ni par 3, 
ni par 5, a* — 6* est divisible par 240. 

— Trouver une équation dont les racines soient les carrés des racines de 
l'équation 

JX^ -t- 405 -H 2 = G. 

— On donne l'équation x^ -{- bx -^ c = o; trouver une équation du second 
degré en y, telles que les racines de cette dernière équation soient égales aux 
racines carrées des racines de l'équation donnée. 

— Calculer à près la valeur de V 1 7 + \/5 . 

20 ' * 

— Etant donné un triangle isoscèle ABC, on mène parle sommet Aune 
droite AX dans l'intérieur du triangle; des extrémités B et C de la base, on 
mène des perpendiculaires BB' et CC sur la droite AX. On demande de déter- 
miner la position de AX de façon que la somme, ou le produit, des deiix per- 
oendiculaires soit maximum ou minimum. 

— Résoudre cos (a? 4- a) — cos (a; + p) = cos y. 

— Résoudre un triangle connaissant la base, l'angle au sommet, et la somme 
es produits des deux autres côtés par des quantités données. 

— Sachant que x^ + î/^ est constant, trouver le maximum ou le minimum 
de la quantité mx + ny, 

— Déterminer la base du système de numération dans lequel le nombre 127 
se trouve exprimé par le 243. 

— Calculer les trois côtés d'un triangle rectangle connaissant le rayon du 
cercle inscrit et la surface. — Discussion des valeurs obtenues. 

i — Trouver les trois côtés d'un triangle tels que ces trois côtés et la surface 
soient quatre nombres entiers consécutifs. 

— Démontrer que, quel que soit a;, on a 

X cos o X — sina 

arc tg. : arc tg. = o. 

I — ajsin a cos a 
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— Étant donné un triangle quelconque ABC, mener par le point A une 
droite telle que si l'on abaisse snr cette droite les perpendiculaires BB\ CC, les 
deux triangles BAB', CAC soient équivalents. 

— Résoudre un triangle connaissant deux côtés et la bissectrice de Tangle 
compris. 

— Parmi les cylindres de même volume, quel est celui qui peut être inscrit 
à la plus petite sphère? 

— Résoudre un triangle connaissant un 'côté a, la hauteur correspondante h et 
et la différence 6 des angles B et G adjacents au côté donné. 

-^ Résoudre un triangle rectangle connaissant le périmètre et la perpendicu- 
laire abaissée du sommet de l'angle droit sur l'hypoténuse. 

— Trouver quatre nombres en proportion géométrique, connaissant leur 
somme, la somme de leurs carrée, et la somme de leurs quatrièmes puissances. 

— Résoudre le système x -\- y = a; a^ -\- y^ = x^ + y^, 

— Trouver le maximum du produit (vyz^ sachant que lé produit c^bvc* est 
constant. 

— Les angles d'un triangle sont en progression arithmétique, et la somme des 
carrés de leurs sinus est égale à 2 ; quelle relation doit-il exister entre les côtés 
dç ce triangle? 

— Résoudre un triangle connaissant un côté a, l'angle opposé A, et sachant 
qiie Je côté b est double du côté c. Discuter. 

— Résoudre et discuter l'équation a;^ (3a — i) + 23? + 4a — i =0; trouver 
pour quelles valeurs de a. les racines sont comprises entre -|- i et — i . 

— Couper un tronc de pyramide par un plan parallèle aux bases, de façon 
que la section soit moyenne proportionnelle entre les deux bases. 

— Étant donné tg o, calculer cos — . 

4 
-r Résoudre un triangle connaissant les angles et le rayon du cercle inscrit. 

— Résoudre un triangle connaissant les angles et la surface. 

— Trouver quatre nombres en progression arithmétique, connaissant le pro- 
duit des extrêmes, 22, et le produit des moyens, 40. 

— Si S, S', S' sont les sommes de n termes de trois progressions arithmétiques 
dont les premiers termes sont l'unité et dont les raisons sont respectivement 
1,2, 3, démontrer que l'on a 

S + S" = 2 S'. 

— Si a, b, c sont les termes de rangp, g, r d'une progression géométrique, 
ona a?-»" X6*"--P xcP-t = I. 

— Dans une progression géométrique, le terme de rangp -f g est w; le terme 
de rangp — q est n; en déduire que le terme de rangp est >/ m«, et le terme 

de rang q est m 



Vi^l 



~ Résoudre un triangle rectangle connaisant l'hypoténuse et le rayon du 
cercle inscrit. 

— Résoudre tg=» a; + 4 ^in' a? — 3 = o. 

X 1C 

— Résoudre arc sin a? + arc sin = . 

2 4 



QUESTION 350 

[. 6n«o-LoHiA, ëlËve k rUairenlté de Hantooe (Italie). 



Les centres de gravité des quatre tfiangles dans lesquels tout 
guadrilatére est divisé par ses deitx diagojiales sont les sommets 
d'un second quadrilatère semblable au parallélogramme maœi- 
mum inscrit datw te quadrilatère proposé et équiva,ent aux — 
de ce quadrilatère. 
Soit ABCD le quadrilatère donné; MNPQ le parallélo- 
^ gramme inscrit maximum, 

le point de rencontre 
des diagonales ÂC, SD. 

Déterminons sur OU le 
point Ml au tiers de OU à 
partir de M, et par des 
constructions analogUM 
déterminons les pointa N,, 
:,. P..Q,- 

Ces points M,, Ni, P^, 
Qi sont les centres de gra- 
■vité des triangles de l'é- 
noncé. 

Il résulte des constnic- 
tiOQS précédentes que 




0M, = -^ 



■OM; 



0«. = 4-OQ. 
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Donc MiNi et MN; P^Ni et PN; PiQi et PQ; Q^M^ et QM 
sont deux à deux parallèles. Par suite les triangles OMN, 
OMiNi sont semblables ; de même ONP et ON^Pj ; OPQ et 
OPiQi; OQM et OQ^Mi. Dès lors les quadrilatères MNPQ 
et MiNiPiQi composés du même nombre de triangles sem- 
blables et semblablement placés sont semblables. — Leurs 
surfaces sont donc entre elles comme les carrés de deux 
lignes homologues. Donc 

MNPQ _ QM» 9 

MiN^P^Q, ~ M0,« "■ 4 • 

donc M,NiP,Qi = -i- MNPQ ; 

9 

mais MNPQ = — ABCD ; 

2 

donc MiNiP^ Qi = — ABCD. 

9 

Nota. — La même question a été résolue par M. Prévost, au Lycée du 
Mans, et Henry, à Bréchaincourt. 



QUESTION 352 

Solation par M. H. Bourget, au Collège d'Aix. 



Construire géométriquement un triangle connaissant un angle^ 
le côté opposé et la bissectrice de cet angle ou de son supplément. 

1® Supposons le problème résolu. Soient ABC le triangle 
demandé, BAC Tangle donné AE = l sa bissectrice, BG = m, 
le côté opposé {fig. i), 

Girôonscrivons un cercle au triangle ABC; la bissectrice 
AE prolongée passe en D milieu de l'arc BG, Donc si sur 
BG on décrit un segment capable de l'angle donné, le pro- 
blème reyient à mener par le point D une sécante telle 
que la partie AE ait une longueur donnée /. 

Joignons BD. Les triangles semblables ABD, EBD donnent 

AD _ m^ 

BD "" ED 



ou 




F'.- 
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BD* = AD . ED. 
D'autre part AD — ED = l. 

A Taide de ces deux équations on peut construire la 
ligne AD. 

Cette ligne une fois construite, de D comme centre avec 

AD pour rayon, on dé- 
crira un arc de cercle 
qui coupera le segment 
capable en deux points 
A et A'. Joignant A et 
A' aux points B et G on 
aura deux triangles 
égaux et symétriques 
par rapport au diamètre 
DP. 

Pour que le problème 
soit possible, il faut que 
AD < 2R, R étant le 
rayon du cercle 0. 
Quand AD = 2 R, A 
et A' se confondent, il n'y n qu'une solution; le triangle 

ainsi construit est 
isoscèle. 

^ Si on donnait 
la bissectrice du 
supplément de 
l'angle A, on ob- 
tiendrait par une 
construction ana- 
logue le point D 
{fig. 2). Puis de 
D comme centre, 
avec AD comme 
/ rayon, on décri- 

rait une circon- 
\ ^..''' féreace qui cou- 

■""f perait le cercle 

fig. 2. en A et A'. On 



Fig, 4. 




— n- 

aurait encore deux solutions égales et symétriques par 
rapport à DF. 

Le cercle de centre D coupe toujours le cercle 0, à moins 
que AD ne soit nul ; dans ce cas le problème n'a qu'une 
solution, qui est un triangle isoscêle. 

Nota. — Ont résolu la même question : MM. Perrier, à Lons-le-Saunier 
Gino-Loria,, à Mantoue; Henry, 'à' Bréchancourt ; Joly, à Tarbes; Hellot, à 
Rouen; Debray, à Chauveney-Saiut-Hubert ; Hooverà Dayton (États-Unis); 
Vigy, à Vitry-le-François 



BACCALAUREAT ES SCIENCES 



FACULTÉ DE GAEN 

Août 1881 . 

Étant donnés dans un plan deux points A et B, et une droite CD, trouYer 
une ciroonférenee qui passe par les deux points, et intercepte sur la droite 
une corde de longueur donnée. Examiner le cas où les deux droites sont rec- 
tangulaires. Dans les deux cas, trouver le rayon de la circonférence. 

— Par un point donné sur Tun des côtés d'un triangle, mener une droite 
qui le partage en deux parties équivalentes. 

— Un triangle tourne autour de sa base, dont la longueur est la moitié de 
la hauteur correspondante. Calculer le volume engendré, et comparer ce 
volume à celui d'une sphère dont le rayon serait égal à la base du triangle. 

— Connaissant le rayon et la distance des centres de deux circonférences, 
extérieures l'une à l'autre, calculer la longueur de chaque tangente commune 
comprise entre les points dé contact. Conditions pour que le quadrilatère formé 
par les quatre tangentes soit inscriptible. 

-^ Déterminer les valeurs du paramètre m pour lequel les quatre racînes 
de l'équation bicarrée 

03* — (3m 4- 5)a;2 + (m + 1)^ = 
sont en progression arithmétique. Calcul des racines correspondantes. 

— Déterminer les deux points de la ligne de terre dont la distance à un plan 
donné est égale à 3 centimètres. Les tracés du plan sont dans le prolonge- 
ment l'une dé l'autre, et font un angle de 3o» avec la ligne de terre. On 
joindra à l'épure une explication succincte. 

— La durée de l'année sidérale étant égale à 365,25637 jours, et celle de la 
révolution sidérale de la lune à 27,32166 jours, calculer la durée de la révo- 
lution synodique de la lune. 

— Trouver le maximum du volume du cylindre inscrit dans une sphère de 
rayon i. 

— Démotitrer que dans un tétraèdre régulier les six arêtes sont perpendi- 
culaires deux à deux, et que leurs trois -perpendiculaires communes se coupent 
en un point qui est en même temps le' point de concours des quatre hauteurs. 

' — Connaissant la longueur Tde l'arête d'un' tétraèdre régulier, calculer la 



'«-- 



oppoÉta, Ib iiiiiwi 4a iéIraMn, «ite là «nateff, à mie féconde près, de 
Tangle dlMn Idum |Mtr féeui irâi^ooUgaSi. 

-^ un illn' paviiMMBnt peli^est iaeiniéde Bot «ar ;yborteoB:; nOQftfueiQ: est 
de A& mètres. On xteottnde an boat de /Dombies de temp9 un cor(« |>e$am 
abandonné en hant du plan sera arriTé en bas. ^ 

— Combien de temps iaut-i( pour rembourser un emprunt de loooo fttfitB 
par annuités de 1600 francs, le taux étant 4 0/0 ? 

— Un tronc de pyramide régulière a pour bases deux carrés, l'un' de 
16 mètres, l'autre de 9 mètres de côté; on sait de plus que le polyèdre est 
circonscrit i une sphère; calculer le rayon de la sphère, le volume et la sur- 
face du polyèdre. 

— Un arc de cercle compris entre et 21c a pour sinus ^gT"» 

calculer le sinus et levcosbuis de la moitié de cet arc. 

— Résoudre l'équation 

+ -r r- + „ . _ =0 



X — a oj — & œ -\- c 

et démontrer qu'elle a toujours ses raolaw réelles, a, h, c étant des nombres 
réels quelconques. 

— Aux trois sommets A, B, G d'an ^MVIgl^ dont les angles sont aigus, on 
applique trois forces parallèles, de même sens, et respectivement égales 
à tgA, tgB, tgC. Trouver le point d'application de leur résultante, et 
montrer que la grandeur de cette résultante est égale aa<pxo4aitt9 A. tg B. 
tgC. Dire Comment il faudrait méditer l'énoneé du théonème' sile^tinangla 
avait un angle obtus. 



RBNNES 

Volume engendré par un triangle toarnant autour d'un axe situé dans 
son plan et passant par un de ses sommets sans traverser la surface- Quelle 
position doit avoir le triangle pour engendrer le plus grand volume p(>^ble? 

— Un levier coudé, dont les deux bras, supposés rectiUgnes, fiont ^ntie eux 
un angle de 120*, et dont l'un est double de l'autre, est en équilibre sous 
l'action de deux poids égaux suspendus à ses extrémités; quelles senties incli- 
naisons respectives des deux bras par rapport à l'horizontale? 

— On donne un point C centre d'un cercle de rayon variable, et un point 
A par lequel on mène les tangei^tes AB et AD. Pour quelle valeur du rayon 
la corde de contact BD a-t-^e une longueur doqnée? — Haximuin de cette 
longueur. Interprétation géométrique. 

-* On donne une circonférence de rayon R, et un point A, par lequel on 
mène toutes les décantes telles que ABC« Quelle est celle, qui déi^rmind le 
triangle OBC de surface maximum? 



MONTPELUER 

D^ontrer par la trigonométrie que la surfoce du dodécagone régpiUer 
es( .égale à trois fois le carré du xayon. 
'^ Trouver on arc do^tla tangiinle 4^e dix foi^ la sinus» 
*^ QiM).periaQM<« emprunté 10000 francs; eUa veia se libérar. au .moyen 
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de M. ftiemcmU i#MiT> eSSMoéê ; iepnMrier unaDapièB l^BnfNN|Btiatil6s sui- 
vaots d'année en année. Galcoter qndkdoit être la valeur dai'annuîlé, la taux 
de rintérét étant de 4 1/2 0/0. 

— Sta^ donnés denx aUiagea d'argent et de cn|vret l'un au titre de 0,800| 
et Tautre an titre de 0,900, combien Ihut-il prendre de grammes de chacun 
pour faire 100 pièces de 1 franc au titre de 0,835 ? 

•^ Transformer en un monôme le. binôme a sin a; + & ces a;. Pour quelles 
TBleurs de x cette fonction est-elie maxima ou minima? Faire le calcul pour 
a =s 3, 6 as 4. 



MARSEILLE 

Etant donné un triangle équilatéral ABC, inscrira dans ee triangle tm 
autre triangle équilatéral A'B'C, sous cette-eandition que la surfiice du triangle 
A'B'C soit la moitié de la surfiice du triangle ABC ; déterminer les segments 
A A' et A'B en fonction du côté a du triangle donné. 

— Quel est le lieu géométrique des milieux de toutes les cordes d'un cercle 
qui yont converger en un même point? 

— On donne par leurs projections une droite [db, a'b') et un point [0, o')\ on 
demande de trouver les projections d'une droite passant par le point (0, 0') et 
rencontrant la ligne de terre et la droite (o^, a'h'), 

— Etudier les variations de l'exprassion. 

x^ — 5 a5 + 6 

• . x^ — g X -i- 'AO 

lorsque x varie de — 00 à -f- 00. 

— Quelle est la longitude d'un lieu dont l'heure avance sur l'heure de Paris 
de 2^ 27' 36', et quelle est la latitude de ce lieu, sachant que la hauteur méri- 
dienne du soleil est au solstice d*étéde yb" i3' 24', et que l'inclinaison du plan 
de l'édiptique sur le plan de l'équateur est égale à 23* 27' i5'. 

— Deux cercles dont les rayon» sont R et R' sont tangents extérieurement. 
Mener une sécante qui détermine dans le premier cercle une corde égale à R, 
et dans le second une corde égale à R'. Déterminer le point où cette sécante 
coupe la ligne des centres. 

POITIERS 

Une barre homogène dont l'unité de longueur pèse » kilogrammes, et 
dont une extrémité A est fixe, supporte en un point B de sa longueur un poids 
P, tandis qu'une force verticale Q, appliquée de bas en haut à l'autre extré- 
mité C, est destinée à maintenir la barre en équilibre ; étant donnés a, P, Q 
et la distance AB, trouver AG. Montrer qu'il y a un minimum pour Q, et 
trouver la valeur correspondante de C. 

— Exprimer, en fonction du demi-paramètre et de l'angle « que fait la tan- 
gente à la parabole en un point M avec le rayon vecteur : 1* la longueur de 
te normale à la courbe au point M; 2* la longueur de l'ordonnée; 3* la dis- 
tance qui sépare le pied de l'ordonnée du sommet de la parabole ; 4* le rayon 
vecteur. 

— Entre quelles limites peut varier lâ fraction 

20? — 4 
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-* Deux corps pesants partent au même moment d'une hauteur h ; le premier, 
sans vitesse initiale, suit un plan faisant avec l'horizon un angle a ; le second 
suit un plan incliné d'un angle p, et arrive en même temps que le premier. 
Quelle est la vitesse initiale? Application a = 3o'; p = ^b* ; h = 9,8088. 



NANCY 



Trouver quatre nombres en proportion, sachant que la somme des moyens 
est égale à a, la somme des extrêmes égale à b^ et la somme des carrés des 
quatre termes égale à A^. 

— Calculer le rayon d'une sphère sachant que les deux bases d'une zone de 
cette sphère sont distantes du grand cercle parallèle de 1 5** et de yS**, et que la 
surface de la zone est* égale à 16 mètres carrés. -^ Calculer le volume du seg- 
ment sphérique compris entre les plans des deux bases de la zone. 



GRENOBLE 

Maximum et minimum de 

3 tg a? + 4 cotg X, 

— A quelles distances du sommet d'une pyramide de hauteur égale à 
142 mètres iaut-ii mener des plans parallèles à la base pour que son volume 
soit divisé en trois parties équivalentes ? 



BORDE AU K 

Maximum et minimum de 

sm a; + 3 cos a;. 

— Calculer en kilomètres carrés la surface de la zone terrestre comprise 
entre l'équateur et le parallèle dont la latitude est de 3o'. 

— Sur deux droites rectangulaires se coupant en 0, on prend quatre points 
A, B, C, D à une distance d de 0; de chacun de ces points comme centre, on 
décrit des circonférences égales et tangentes deux à deux ; puis une grande cir- 
conférence enveloppe la première et leur est tangente ; calculer le rayon de 
chacune de ces circonférences et le rapport de la surface de chacun des cercles 
intérieurs au cercle enveloppant. Quelle doit être la valeur de d pour que le 

rapport soit — . 

IO 



TOULOUSE 

Étant donné un petit cercle de rayon r sur une sphère de rayon R, déter- 
miner le rayon d'uii second cercle parallèle au premier, et comprenant avec le 
premier un segment sphérique qui soit dans un rapport k avec le cône qui 
aurait pour sommet le centre du premier cercle et pour base le second cercle. 
Discuter. 

— Trouver sur l'une des arêtes d'une pyramide polygonale de sommet S un 
point B tel que, si on mène par ce point un plan parallèle à celui de la base 
delà pyramide, l'aire de la section obtenue soit les trois quarts de l'aire de la 
base de la pyi amide. 



Résoudre Téquation 
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PARIS 

sin 205 = cos (a? + h) 



h étant compris entre o et — . 

— Trouver la valeur de tgx d'après l'équation 

tg^a; = Ktg (a? -f a) tg [x — a) ; 
discuter la solution, et trouyer sans tables la valeur de x lorsque K = i . 

— Trouver les rayons de bases du tronc de cône circonscrit à une sphère 
et dont le volume est double de celui de cette sphère; on connaît le rayon R 
de la sphère. 

— Calculer les côtés 6 et c d'un triangle rectangle dont on connaît l'hypo- 
ténuse a, et dans lequel les angles B et C vériGent la relation 

sin B = 2 sin C. 

— Une pyramide régulière a pour base un triangle équilatjral dont on donne 
le côté a, on sait de plus que la sur&ce latérale de la pyramide est égale à 
deux fois la surface de la base. Calculer la hauteur. 

— Etant donné un cône circulaire droit dont le côté est égal au diamètre 2a 
de la base, trouver à quelle distance x du sommet il faut mener un plan pa- 
rallèle à la base pour que la surface du cercle suivant lequel ce plan coupe le 
cône soit égale à la surface latérale du cône comprise entre les deux pians 
parallèles. 

— Connaissant le côté a de la base d'une pyramide régulière à base carrée, 
et la hauteur hy calculer le rayon de la sphère circonscrite. 

— Les bases d'un tronc de pyramide étant B et b^ calculer l'aire de la sec- 
tion faite dans cette pyramide par un plan équidistant des bases. 

— Trouver l'angle de deux plans dont l'un est parallèle à la ligne de terre . 

— Trouver une progression arithmétique de cinq termes connaissant la 

somme 5a de ses termes, et la somme -r^ de leurs inverses. On déterminera 



le terme du milieu et la raison. 

— Trouver la relation qui doit exister entre a et a' pour que le maximum 
et le minimum de la fraction 

x^ 4- 2ax + I 

0^ + 2a'x -h I 
soient égaux et de signes contraires. 

— ABCD est un rectangle dont les côtés AB = a, BC = 6 sont donnés. 
Calculer au moyen de ces données les deux volumes engendrés par les 
triangles AOB, COD tournant autour de AB. Le point est le point de con- 
cours des diagonales. 

— Combien faut-il prendre de termes dans la progression arithmétique \ 

4. 7* 10. i3. . • . 
pour que la somme de ces termes soit égale à 6o5oo • 
— ^ Résoudre les trois équations 

• X -\- y + ss= i 

ax -\-hy + cz=^h 
a^x + b^ + <^% = V 
et fiiire voir que le numérateur et le dénominateur des valeurs de chacune des 
inconnues peuvent être décomposés en facteurs du premier degré. 
—On considère un cercle de rayon R, et une tangente AB& ce cercle; on mène 
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BG perpendiculaire à ÂO. Calculer le votame du cône engendré par ABC toor- 
nant autour de AG. On donne le rayon R et OA = a. 
—A quelle condition les trois équations 

a» + ^ + ca = o 
a'x -^-Vy-^-c'a^:^ o 

sont-elles satisfaites autrement que par a;=o, ys=:o,2=3:o? 



QUESTIONS PROPOSÉES 



1» — Démontrer que le polyoéme 

A = »(n + i)(w + 2)^ — 6.n. i .ac" - < 
— 6.(n — i).2ic« - î — 6.(n — 2).3,ac» - « • . . 

— 6.2(n — i).x — 6n 
est exactement divisible par {x — i), et donner le quotient. 

{6. de Longchamps,) 

2. — Démontrer que le polynôme 

A = nx^ + ^ — (i + np)x^ + {p — i)ac« - * + (p — i)a?» - « 

+ ..• + (f> — i)i + p 
est exactement diTÎble par 

flc" — (p-|- i)a: -}-P- 

f6. de Longchamps.) 

3. — Résoudre Téquation 

ce* + aœ^ + 6a;* -f- ^^^ + ^* = Q* 

4. — Démontrer que, si Téquation 

05* + po? + î = o 
a se4 racines réelles, Téquation 

aD* + pa? 4- î + («5 + «)(2aj + p) =s o 
a aussi ses racines réelles, quel que soit a. 

(G. de Lengdiamps.) 

5. — A tout triangle ABC, on peut inscrire 4eux trian- 
gles ayant leurs côtés perpendiculaires à- ceux je ABC. 
Ces triangles sont inscriptiblès dans une circonférence ayant 
pour centre le centre des médianes antiparallèles de ABC. 

(J. Neuberg.J 

6. <— A fout triangle ABC, on peut inscrire deux trian- 



{{tes ayant teturs eMés ptrrallèles aux bf sseetriees de AB6 ; 
ces triangles ont le mftme cercle des neuf points. 

(J. Neuberg.) 

7. — Sur les eètés d'un triangle donné ÂBC^ on cons- 
truit trois triantes semblables ABC^, BGÂ|, GAB|j tels que 
lee droites AA^, BBi,.CC|„ concourent en un m&me point D. 
Démontrer que les^'pohiti^ A^, B^, G^, déeriTent chacun une 
circonférence. (J. Neuberg.) 
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CooRS DB GioMÈivJM ÂU^tENTAïAB, à Vutoge des oMpitroinU au baccaiauréat es 
tciencet et det candidata wœ écoks du gouvememmt, par M. Coaitette, 
profôêi€ur au l^ifcée Saint-Louii, ~ Paris, librairie Germer-Bailiière. 

Nous avoQs voulu attendre la pobUeation du second &sciçule de oet ouvrage 
pour pouvoir l'étudier d'ensemble ; nous avons trouvé, dons ce nouveau cours 
éiarit par M. Gombette, les qualités qui devraient se rencontrer dans tout 
livre écrit pour des élèves : la précision, et surtout l'ordre méthodique dans 
l'exposition. M. Gombette, tout en introduisant dans son Cours de Géométrie 
quelques-unes des notions connues maintenant sous le nom de géométrie 
moderne, et qu'il est indispensable d'exposer aux élèves, même de Hathéma- 
tiques^ élémentaires, a su cependant rejeter les modifications que l'on tendait 
à introduire dans l'étude du cinquième livre, et revenir aux méthodes de 
Legendre, évitant ainsi aux élèves de tourner souvent dans un cercle vicieux 
sous prétexte d'avoir des idées plus générales sur les figures de l'espace. 

H. Gombette, sans vouloir faire une géométrie sphérique, a cependant traité 
quelques questions relatives à la sphère, telles que les cordes tangents sur la 
sphère, le plan radical de deux sphères, etc. ; mais l'une des parties impor- 
tantes de l'ouvrage que nous analysons ici, est l'étude des courbes usuelles. 
L'auteur a eu soin de rattacher les trois courbes Tune à l'autre par la consi- 
dération des directrices et de l'excentricité. On sait qne c'est en partant de la 
définition des coniques par l'excentricité, que les auteurs anglais ont étudié ces 
courbes au point de vue géométrique ; mais, jusqu'à présent, cette notion géo- 
métrique n'avait pas encore eu droit de cité chez nous. 

Enfin, pour résumer ce que nous avons à dire de l'ouvrage de M. Gombette, 
nous dirons que cette géométrie contient tout ce que l'on demande aux exa- 
mena de^. éeolefi, qde par suite elle doit être considérée comme un ouvrage 
complet, et a droit au même succès que les deux autres ouvrages du même 
auteur qjon^m» «voiM signalés précédemment. 
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GouBS DB GÉOMÉTRIE DE8CBIPTIVE, par M. Ch. Vrtsse, professeur de Mathé' 
matigues spéciales au lycée Fontanes, répétiteur de géométrie et stéréoto- 
mie à l'Ecole polytechnique. — Paris, Imprimerie Gauthier-Yiiiars. Prix: 
5 francs. 

La première partie seulement de cet ouvrage est parue; mais nous n'avons 
pas voulu attendre pour la recommander à nos lecteurs ; les idées énoncées 
par l'auteur ont en effet une importance capitale : M. Brisse insiste sur 
ce point qu'il n'y a jamais qu'une seule méthode générale pour la solution 
d'un même genre de questions, et que cette, méthode ne comporte aucune 
exception ; en outre, l'auteur a le soin de rappeler que toujours on doit effec- 
tuer une construction dans l'espace avant de faire une épure, et qu'on ne 
doit lire dans l'espace que pour disposer des données, et lire l'épure que 
lorsqu'elle est terminée; on doit s'occuper, pendant son exécution, exclusivement 
d'appliquer les règles données pour le trait. 

M. Brisse a, dès le début, signalé l'emploi d'un seul plan horizontal de 
projection, mais avec autant de* plans verticaux qu'on le juge nécessaire. 




a étudié avec soin la méthode du rabattement et la méthode des rotations. Puis 
il a donné toutes les indications nécessaires à l'exécution d'une épure, la dis- 
tinction des parties vues et des. parties cachées, et, à propos des polyèdres 
a donné des exercices d'ombre. ' 

Les problèmes traités par M. Brisse sont développés assez complètement 
pour que les élèves y trouvent toutes les indications utiles, et en même temps 
soient forcés à un travail personnel sérieux, pour en tirer un véritable profit * 
c'est, à nos yeux, une bien grande qualité dans un ouvrage classique. Nous 
espérons que beaucoup de personnes, jugeant comme nous, assureront le 
succès de cet ouvrage, doiit la première partie fait désirer très vivement 
la seconde. 



La solution de la question n" 355 donnée dans le numéro de décembre est 
inexacte; nous en donnerons une solution nouvelle dans le numéro de février. 



Le Rédacteur-Gérant, 
J. EŒHLER. 



PARIS.— IMPRIMBRIB GHAIX, 20, RUB BERGÈRE, PRÈS DU BOULEVARD MONTMARTRE. — 202-2. 
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RESOLUTION PAR LES TABLES 
DE l'Équation du second degré a racines réelles 



Lorsque l'équation du second degré a ses racines réelles 
et inégales, on peut toujours, par un changement de variable^ 
l'identifier avec une équation tri gonomé trique très simple et 
on obtient, par suite, très rapidement les racines de Téqua- 
tion au moyen des tables de logarithmes, comme nous allons 
l'indiquer. 

i . — Proposons-nous, d'abord, de déterminer sin 2^ en 

fonction de tg (p. Nous avons 

sin 2<p = 2 sin <p cos 9 ; 

tg çp I 

puis sin cp = — : , cos 9 = . = ; 

Vi + tg^cp Vi+tg> 

donc, nous avons ' 

2 tg <p 

Inversement, nous aurons, pour déterminer tg cp en fonc- 
tion de sin 29, l'équation 

De même, nous savons que Téquation qui donne tg 9 en 
fonction de tg 2cp est 

<2. — Cela posé, considérons Téquation du second degré 

ramenée à la forme 

ac» + px + î = o> (3) 

dans laquelle nous supposons d'abord q positif, et son signe 

mis en évidence ; posons 

X =z \ q ; 

l'équation devient, en divisant par q, 

p . (*) 

s» 4- '7= 3+1 = 0. 
^ V ? 
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Fuigg.4.e lies ^cgcines sont réelles, nous pouvons poser 

P _ a 
yj q sin 2 <p ' 

ce .qui nous donne 

-2YT 

cei^^ lég^i^Jtiou f^onne pour 9 uue yaleur réelle, car on yoii 
fepJteWfiP^ a^e c^Ue yaleur ,de siu 2cp est comprige .eiitre 

— I et -f- I, son carréétant -^, quantité moindre que i, par 

hypothèse ; connaissant Tangle 29 des tables, nous en tirons 
r#ngle $, puUf fiM^us »yon3 

js' = tg <p;^ is' = cotg (p^ 

d'oîi nous tirons x = \q tg 9; x'^ =\ q cotg <p. 

Exemple. 7— So|t à résoudre par les tables l'équation 

ce* — 10,83945a; + 26,991 104 = o. 
Nous trouvons 29 = 73*^27' 14"; 

puis X = 3,87625, 

x" = 6,9632. 

3. — Supposons en second lieu que réquatioji goit dQ I9. 
forme ce* -{- px — q= o, (S) 

dai)3 laquelle nous admettons encore 9 positif; posons comme 

pféçédemment x =z\/ q ; 

l'équation devient, après avoir divisé par q, 

P 

3* 4- -7^ z — 1 = 0. 

$1 nous posons alors 

p 2 



v/ q tg 2?' 

nous identifions l'équation (6) avec l'équatign (2), et pouf 
en tirons V = tg <p 

js' = — - cotg cp. 

Donc nous avons ce' = \/ ç tg 9 

x" = — \/ ç cotg 9* 
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Exemple. — Proposons-nous de résoudre Téqualion 

ac* + 0,4233 ICC — 8,53973 == o. 

De l'égalité ig 2cp = -iX-i- 

nous tirons 29 = 85^ 5i' 27"; 

puis X = 2,71828 

x" = — 3,14159. 

La méthode précédente est indiquée dans la Trigono- 
métrie américaine de Chauvenet; elle a ijpe grande anjilogie 
avec celle qui est généralement enseignée; mais pourtant 
elle a sur celle-ci l'avantage d'éviter la connaissance de 
la résolution de l'équation du second degré. 

4. — Nous avons supposé, dans ce qui précède, que les 
racines étaient réelles; mais nous pouvons encore employer 
la première forme quand les racines sont imaginaires*; dans 
ce ca§.. Pons avons nécessairement q positif, et l'équation 
a la forme O)? + px + y = o. 

En posant encore a; = zyq^* 
nous trouvons, en divisant par q, 

< 

Posons alors — ' = cos cp : 

2\/q 

l'angle 9 est calculable par les tables; car le cûrré du 

premier membre, ■^--, est inférieur à i ; alors l'éqttÇiJ'ipn 

devient z* -f- 2Z cos cp -f- i = o 

ou z^ -}- 29 cos cp -f- cos*9 -f- sin*cp = o* 

Ce qui peut s'écrire 

{z -f- cos cp)* -f- sin* cp = o 
ou (z -f- cos cp + « sin cp) (z -j- cos (p — i sin cp) == 0. 

Dans ce cas, les racines ont pour expression, commç on 
le sait, a -{- bi ei a — bi; 

on a donc a=^\f q cos 9; 6 = v/ç sin cp; 

par conséquent, nous pouvons calculer les racines imagi-* 

naires. 



— 28 — 

Exemple. — Soit à résoudre rôquation 

05* + 6,283i8 X + 10,87313 =0, 
nous trouvons «p = 17^41 10', 

puis a= — 3,14159 

6 = 1,001769. 
Donc les racines sont 

— 3,14159 + 1,001769e. 



MAXIMA ET MINIMA DANS LES PROBLÈMES 



MÉTHODE DIRECTE 

Quand Fénoncé d'un problème se borne à la recherche du 
maximum ou du minimum d'une quantité, on doit se pro- 
poser d'abord d'obtenir l'expression de cette quantité en 
fonction d'une variable dont le choix, qui n'est pas absolu, 
est généralement indiqué par l'énoncé ou par la figure. 

Gela fait, on cherche à discuter l'expression trouvée, c'est- 
à-dire à suivre sa variation quand la variable choisie va, par 
exemple, toujours en croissant entre les valeurs extrêmes compa- 
tibles avec la question. 

Si on peut préciser cette variation, il est clair que Ton 
arrive naturellement à déterminer les valeurs correspondantes 
de la fonction et de la variable pour lesquelles la fonction passe 
par un maximum ou par un minimum. 

C'est ce que nous appellerons la méthode directe. 

Nous allons en donner plusieurs exemples. 

Exemple 1. — Étant donnés une circonférence 0, une 

3R 
dîvite BB' située à une distance OA du centre égale à , et 

4 

un point E situé sur le diamètre OA à une distance du centre 

égale à — , on propose de trouver les positions d'un point M 

mobile sur la circonférence, pour lesquelles la somme des carrés 
de ses distances au point E et à la droite BB' est maximum ou 
minimum. 
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Prenons pour yariable x la distance du centre à la pro- 
jection Q du point mobile sur le diamètre OA, cette yariable 
étant positive ou négative suivant que le point Q est à 
droite ou à gauche de 0; et cherchons l'expression de la 
somme y des carrés en fonction de x. Pour la position M 
du point, nous avons 

et il est aisé de s'assurer que cette expression conserve la 
même forme quand le point M occupe une position quel- 
conque sur la circonférence, 
et cela grâce à la convention 
faite sur le signe de x. Or, cette 
expression élant ordonnée par 
rapport à a?, s'écrit 



y = X^——X-\' 
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C'est donc un trinôme du 

second degré en x qu'il s'agit 

de discuter quand x croît de 

(_ R)(à+ R). A cet effet, 

nous le mettons sous la forme 

7R* 
■I -t- - 
4 
Sous cette forme nous voyons 

que y décroîtra jusqu'au 



y={^-T)+ 




R 



moment oh x croissant atteindra — ; à partir de ce moment, 

4 
y croîtra indéfiniment. 

En prenant les valeurs extrêmes, on a donc le tableau 

suivant: 



X 



y 



— R . 

53R^ 
16 



< 



> 



2 

16 



< 



> 



4 



7R« 



jR^ 



donc y passe par le minimum quand x = 

4 



< 

R 

4 



37R' 

16 
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De plus, torsqtie x atteint la Yaletl^ R, le point M est en G; 
e( le point continuant à parcourir la Circonférence, x re- 
passe par les valeurs précédentes; il 6n est donc de même 



de y ; la valeur 



SyR» 



i6 



est donc un maximum pour y ; de 



môme, le point M arrivant en D, et continuant à parcourir la 

53R* 

courbe, y va en décroissant, la valeur est donc encore 

' ^ ' i6 

un maximum. 

En résumé, dans une révolution complète du point M, la 
somme des carrés passe par deux maxima, quand le point 
mobile est en D ou en G, et elle passe par deux minima égaux 
quand le point mobile est aux deux points symétriques G 

ol G' tels que OF = — . 

4 

Exemple 2. — Etant donnés les trois points A, B, G, on con- 
sidère un point Mparcourant de x vdrs y la droite indéfinie qui 
pa^separ les points Bet G; on propose de trouver la position du 
point M pour laquelle la somme des carrés de ses distances aux 
points A, B, G est minima. 

Nous représentons par a la distance donnée AD du point 
A à BG, et par 6, c les distances données DB, DG. 
Enfin, nous prenons pour variable x la distance du point 

D au pointM, cette 
distance étant 
comptée positive- 
ment danâ le sens 
yx, et négative- 
mèn( en sens in- 
verse. 

Dans la position 

M,nous obtenons, 

pour la somme y 

de carrés, 

1/ = a* + œ» -f- (6 — xy + (c + x)K 

Getle expression reste évidemment de même forme tant 

que le point M est à gauche du point D ; ou démontre aisé- 




y 



ment que cette formé sfe conservé encore lotàiîttë ce p'oîiit est 
à droite de D, la distance de ce poiiié à U êtaiit âlorS (— £), 
En ordonnant y par rapport à a?, iiotià obtenons 

y z= 3x^ — 2(6 — c) a: + (^^ + t^ + c*)'; 
c'est un trinôme du second degré qtiè iiottâ écH^dnl 
_ 3 FA _ 6— c Y 3a* 4- 26' + 2C' + 26c 1 

l ^ 

Nous voyons alors que, x croissant dé — ob à — — — , ko 

trinôme décroît jusqu'à • 

.3a* rf 26» + 2C* + 2bc 
y^== 9 ' 

et que x croissant à partir de — 5 — , la quantité y croit 

indéfiniment. 

b c 

Cette fonction est doiîc mihima qiiand x = — 5 — , et fia 

3 

valeur minima est 2/1. 

En supposant b > c, comme dans la figure, nous obtenons 
la position E du point mobile dans le 'cas cie minimum en 

prenant le milieu de BG, et portant OB = — 5 — . 

3 

Remarque. — Ce résultat est facile à voir par la géo- 
métrie ; soit, en effet, G le centre des moyennes distances 
des points A, B, G, c'est-à-dire lé centre de gravité iii 
triangle ABC; on sait que la somme des carrés des distances 
d'un point de Vespace aux points A, B; ê'^Ule tiroU fbîS të 
carré de la distance de ce point au point G, plus la somme 
des carrés des distances dupoint G aux points A, B, G. 

Donc le minimum de la somme des carrés des distances 
aux points A, B, G. est le même que le minimum de la 
distance au point G; si donc le point variable se déplace 
sur BC, le minimum sera atteint lorsqu'il se trouvera à la 
projection E de G sur BG. 

Exemple 3. — Étant donné un point A, intérieur à une 
circonférence 0, on propose de tracer par ce point deux cordes 
rectangulaires HN, PQ, telles que Vaire au quadrilatère Sif NO 
soit maxima ou minima. 
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Soit a la distance donnée OÂ, et soit a; la dislance variable 
du point à la corde MN. 

L'aire d'un quadrilatère étant la moitié de l'aire du paral- 
lélogramme construit sur ses diagonales, l'aire y du quadri- 
latère MPNQ a pour expression 

y = 2MD X QE. 

Or MD = V^R* — x»; QE = y^R» — OE» • 

Donc y = 2 \/{B} — a3*)(B* — a» + x*). 
Or, y étant positif, son maximum et son minimum auront 

lieu dans les mêmes circons- 
tances que le maximum ou le 
minimum du carré 

j/« = — 4X* + 4a*œ* 
+ 4R«(R» - a«) ; 
le second membre étant un tri- 
nôme bicarré en x, nous pou- 
vons suivre sa variation ; et à 
cet effet nous l'écrivons 




,. = - 4 [(.=•- ^Y 



-(--f)l- 



Sous cette forme, nous voyons que, a; croissant de o à 



V2 



la quantité y* croit, et x croissant de 



a\/: 



à a, y décroit; 



donc nous obtenons un maximun de î/*, et par suite de y 
quand les deux cordes sont également inclinées sur le dia- 
mètre OA; la valeur maximun dey est alors 

2R«— a*. 
D'ailleurs, la surface va en décroissant quand a? croît de 

(i\/T ^ 



à a, c'est-à-dire jusqu'au moment oii la corde MN 

devient perpendiculaire au diamètre OA; il est clair qu'en 
supposant que cette corde continue à pivoter autour du point 
A, l'aire va repasser par les valeurs précédentes; donc celte 



— m — 

aire atteint un minimum au moment où Tune des cordes 
coïncide avec le diamètre OA ; 
la valeur de ce minimum est 

2Rv/R^ — aK 

En résumé quand l'angle 
droit fait une révolution com- 
plète autour du point A, Taire 
du quadrilatère passe par 
deux maxima égaux G'H'B'K', 
et deux minima égaux CHBK. 

Remarque . — Tous ces 
exemples se traitent aisément 
en faisant usage de la limite F' 

{œ) du rapport ( — ) de raccroissementdela fonction F (x) 

à l'accroissement de oj. Ainsi, comme nous Favons déjà indi- 
qué, rélude de la variation, d'une fonction, de laquelle 
résultent ses maxima et minima, est ramenée à l'étude du 
signe d'une autre fonction F' (x) qui est sa dérivée; c'est 
la véritable méthode générale pour résoudre ce genre de 
questions. Ce qui va suivre est un composé de méthodes dé- 
tournées qui ne peuvent être comprises complètement et 
rendues rigoureuses que par un retour à ces idées géné- 
rales de continuité. 




MÉTHODE INDIRECTE 

Méthode. — La méthode directe n'est applicable, dans 
les cours élémentaires, que si l'on sait discuter la fonction 
qui exprime, à Taidedela variable choisie, la quantité dont 
on cherche le maximum ou le minimum. 

Dans le cas contraire, on peut arriver souvent k trouver 
néanmoins le maximum ou le minimum, en prenant une 
méthode indirecte qui peut se résumer ainsi : 

Soit y la quantité exprimée en fonction de la variable x ; 
proposons-nous de chercher comment il faut prendre x pour 
que la quantité y prenne une valeur donnée m, que nous 
laissons, d'ailleurs arbitraire; si nous sommes conduit, pour 
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résoudre ce problème auxiliaire, à une équation en x que 
nous sachions résoudre, nous pourrons trouver les conditions 
de possibilité de celle question, et en déduire les limites de 
grandeur de Tindéterminée m. Ces limites feront alors géné- 
ralement connaître la valeur maxima ou mini ma de y . 

C'est ainsi que nous avons trouvé, dans les exemples don- 
nés pour les problèmes du second degré, qu'une question de 
maximum se dégageait toujours de la discussion. 

Nous donnons encore ici de nouveaux exemples de Tap- 
plication de cette méthode. 

Exemple I. — Tracer dans une circonférence donnée une 
corde MN telle que la somme de la longueur de cette corde et de 
la distance OP au centre soit maxima. 

Il suffit évidemment d'étudier la question en supposant que 

la corde MN se déplace paral- 
lèlement à elle-même, OP=a?. 
que nous prenons comme va- 
riable, croissant de o à R . 

La quantité y, dont on cher- 
che le maximum, est alors 

2/ = x» + 2 v/R*— ce*. 
Nous ne savons pas discu- 
ter cette fonction de x ; nous 
avons alors recours à la mé- 
thode indirecte. 

Nous nous proposons de trou- 
ver X de sorte que y prenne 
la valeur arbitraire m; il suffit pour cela de résoudre l'équa- 
tion 




X' -}- 2 v/r» — x:' = m. 

Celte équation étant irrationnelle, nous isolerons le radi- 
cal dans un membre 

2v/R* — 05* = m — ce, (1) 

et nous élèverons les deux membres au carré ; en ordonnant 
par rapport à ce, nous obtenons 

5cc« —. 2 mec -f (m* — 4R*) = o (2) 
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Pour que la quantité y puisse acquérir la valeur m, il faut 
et il suffit qu'il corresponde à celte valeur une racine réelle 
de réquation (1) ; c'est-à-dire que, pour cette valeur w, l'é- 
quation (2) ait une tacine réelle, positive et moindre que m 
(à cause de Télevation au carré). 

Or, la coûdition de réalité des racines de l'équation (3) est 

!»• -^ 5(1»» — 4R») > o 
ou m> — 5Ra < o 

ce qui conduit à la condition nécessaire et suffisante 

puisque m est positif. 

Donc déjà m ne peut avoir de valeur supérieure à Ry^S ; 
voyons si m peut égaler cette limite supérieure ; lorsque 

/- ^ 

m rsRyS^ l'équation admet la racine double '5', ou 

5 • 
qui est positive, et moindre que m; elle est donc acceptabla, 

et la plus grande valeur que peut atteindre m est Ry 5 ; c'est 
donc le maximum cherché. Bu discutant le problème auxi- 
liaire on trouverait le minimum R atteint pour a; = R. 

Exemple Xt. — Étant donné un rectangle ABCD, on propose 
de placer le point M «tw* la direction du côté AB, de sorte que la 
somme des aires des triangles AMN, BNG soit un minimum. 

il est visible effectivement que si le point M part de A en 
se dirigeant vers X^ la somme des surfaces a d'abord pour 
valeur la moitié de l'aire du rectangle, et que le point M 
venant se placer en F tel que AF = AB, la somme des aires 
reprend la même valeur; donc M se déplaçantes Avers F; 
cette somme variable qui a commencé par décroître, a passé 
par un mimmûm. 

Soient a, b les dimensions du rectangle et soit .r la dis- 
tance variable ÀM, l'expression de la somme y des deux aires 

sera alors 1/ = — âcAN-| a DN. 



Or on a 



iX* 
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a a -j- X 



AN 



DN 



d'oîi v = 



bx' 



::r + 



ba' 



b{a^ + x^) 

^ "^ T(a + xf "^ 2 (a + a;) ~ ?, (a + .r) 



Ne sachant pas discuter la fonction que nous trouvons, 
nous appliquons la méthode indirecte : nous cherchons donc 
à déterminer x de sorte que la somme des aires ait la valeur 
m. A cet effet, nous considérons Téquation 

b(a* + X*) 



2{a + x) 

(i»oîi bx^ — 2mx + a{ab -f- 2 m) = o. (4) 

Pour que la somme des aires puisse acquérir la valeur wi, 

il faut et il suffit que, à cette 
valeur de m, corresponde une 
racine réelle et positive de l'é- 
quation (1) ; or, la condition de 
réalité des racines de (1) est 

m* — ab (ab + 2m) > o 
ou m* + 2abm — a* 6* > o. (:2) 
Les racines de l'équation obte- 
nue en égalant à zéro le premier 
membre de (2) sont réelles, iné- 
gales et de signes contraires: 
il faut donc et il suffit, pour 
satisfaire à (2), que la quantité 
positive m ne soit pas infé- 
rieure à la racine positive, c'est- 
à-dire que Ton ait 

m }^ab {\l 2 — i). 
Ainsi la somme des aires ne peut pas être inférieure à 

ab (y/ 2 i) ; voyons si elle peut l'égaler ; quand m a cette 

valeur limite, l'équation (1) admet la racine double — , ou 

ai\l 2 i); cette valeur, étant positive, est acceptable; par 

suite la moindre valeur de y est bie n 

ab{\J 2 — i) 
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et le minimum est atteint quand ou a 

iC = a (V 2 — l), 

valeur facile à construire. 

îîoTE DE LA RÉDACTION. — Cet article est extrait textuellement de l'Algèbre 
de M. Combette, dont nous avons déjà rendu compte. Il fait voir dans quel 
esprit rigoureux et méthodique est écrit cet ouvrage, que nous ne saurions 
trop recommander à nos lecîeurs. 



QUESTION 361 

liolutiou par M. E. Sauviat, au Lycée de Nantes. 



Considérons quatre droites dans un plan ; ces quatre droites 
prises trois à trois forment quatre triangles et Vune d'elles, AB 
par eocemple, appartient à trois de ces triangles. Dans chacun 
des trois triangles correspondant à AB, joignons le centre du 
cercle circonscrit au sommet opposé à AB. 1^ Pour un même 
côté AB, les trois droites ainsi menées concourent en un point I; 
^ les quatre points analogues à 1 et les quatre centres des 
cercles circonscrits aux triangles formés par les quatre droites 
sont sur une même circonférence, 

1® Menons les droites LD, EK qui se coupent en I ; joignons 
IF, FH etjimon- 
Irons que les points 
F, I, H sont en ligne 
droite. 

UangleEm=IDB 
— lED ou la diffé- 
rence de leurs com- 
pléments : EKM 

Remplaçons ces 
deux anglespar leurs 
égaux ECB, DAB; 
on a : EID = ECB 
-DAB=AFG=EFD. 

Donc le quadrilatère FIDE est inscriplible et l'on a 

EFI = IDM, 
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mais dans le triangle LDP, IDM est le complément de Tangle 
L ou de son égal FAG. D'ailleurs, Taugle HFG est le complé- 
ment de l'angle FHQ ou de son égal FAG, Les deux angles 
IDM et HFG ont donc même complément et sont égaux* Or, 
on vient de voir que EFI = IDM. Donc EFI = HFG et les 
trois points H, F, I sont en ligne droite. 

2® Je dis d'abord que les trois cercles H, L, K se coupent 
en un même point ; soit le point d'intersection des cercles 
L et K, on a 

AOG = AOB — COB = ADB — CEB = EPD = AFG. 

Le cercle H passe donc par le point 0. 

Il faut prouver que le quadrilatère HLKI est inscriptible. 
Or, l'angle KHL =: AOG qui a ses côtés perpendiculairer» à 
ceux du premier/ et AOG = AFG. 

Donc KHL = AFG. 

D'ailleurs LIK 2= EID == EFD, puisque le quadrilatère EDIF 
est inscriptible» 

Donc LIK = EFD = AFC. 

Les deux angles KHL, EFD égaux à AFG sont égaux entre 
eux et le quadrilatère IKLH est inscriptible; o« q. f. d^ 

On peut d'ailleurs remarquer que le cercle circonscrit passe 
par le point 0. 

En effet, 

LOK ou son égal LBK = ABD — LBN — KBM 



ou 



LBK = ABD ^(—— ADb) — (— — ECb) 



= ABD + ADB -f- EGB — n. 

Or ABD -f ADB = 7: — FAC, 

donc LBK = EGB -- FAG = AFG = AOG ~ KItL, 
donc LBK ou son égal LOK = KHL; 

Donc les cinq points I, K, L, H, sont sur une même 
circonférence. Si on considère un côté autre qiie ÂB, on a 
une circonférence qui doit avoir en commun avet; la précé* 
dente le point et deux quelconques des trois points H,K,L. 

Gette nouvelle circonférence àe confond donc avec la pre- 
mière. 

Il en résulte que les quatre points analbgues à I, les 
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quatre centres des cercles circonscrits et le point sont 
neuf points sur une même circonférence. 

Nota. — La même question a été résolue par M. Liégeois, élève de Mathé- 
matiques spéciales au lycée Saint-Louis, classe de M. Courcelles. 

■'?•■''■■ ■ '■»■" ■ 

QUESTION 368 

jiolution par M. Pigeaud, élève du Lycée de Cliàteaui'ous . 



Circonscrire à une circoîiférence de rayon r wn triangle iso- 
scèle dont le côté soit égal à m fois la base. (Le lecteur est 
prié de faire la figure.) 

Supposons le problème résolu; soit ABC le triangle pro- 
posé. Je mène le rayon OD et j*ai dans les deux triangles 
semblables ADO et ABH: 

AO AB AO mBG 

ou 



OD BH r BG 



d oii .AO = 2/wr. 

De là la construction suivante. D'uu point A distant du 

point d'une longueur 2mr je mène deux tangentes au 

cercle, et par le point H déterminé par AO prolongé, j*élève 

une perpendiculaire à cette même droite AO. Le triangle 

ainsi construit répond à la question. 

Nota. — La même question a été ivsolue par MM. Hellot, à Rouen ; Delcaui- 
bre, collège Chaptal, à Paris; Baron, à Sainte-Barbe; Verdier, à Passy ; Sau- 
viat, à Nantes; Fiévet, à Lille; Provost, au Mans. 



QUESTION 389 

fl^oliitiou \)nv M. Maton, élève au Lycée Henri iVi 



On considère un cercle à et un diamètre AB dé ce cercle ; 
ayant pris sur ABj entre lespoints A et B, un point fixe Gy on 
trace^ du même côté du diamètre^ deux droites rencontrant te 
cercle aux points D c^ E. On suppose ces droites mobiles^ mais 
à chaque instant symétriques par rapport à la perpendiculaire 
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CZ aa diamètre AB; enfin de même aux pointa D, E, les tan- 
gentes au cercle A, tangentes qui se rencontrent au point F. On 
propose de démontrer les propriétés suivantes de la figure ainsi 
formée : 

y® Le quadrilatère CDEF est inscriptible, 

2^ Le lieu décrit par le point F est une droite. 

:^ Le lieu du centre du cercle circonscrit au quadrilatère 
CDEF est une droite. 

4^ La droite DE passe par un point fixe. 

o^ Le triangle GDE est maximum quand il est rectangle. 

6^ Le lieu décrit par le point de concours des droites AD, 
BE est une droite. 

I. — La question est évidemment résolue, du moins en 




majeure partie, si on s'appuie sur la division harmonique et 
la théorie des polaires. Ainsi le lieu de F et le lieu du 
point^de concoursjdes droites AD et BE sont évidemment 
la polaire du point fixe par lequel passent les droites DE, 
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lequel point fixe n'est autre que le conjugué harmonique 

de G par rapport au cercle. 

Celte question ojffre, ce semble, plus d'intérêt si on s'as- 
treint à en démontrer les divers points en ne s'appuyant 
que sur des principes plus élémentaires. 

II. — /® Le quadrilatère GDEF est inscriplible. 

Joignons DO, EO ; le quadrilatère FDOE est inscriptible ; 
il a l'angle en F commun avec le quadrilatère GDEF ; il suf- 
fit donc de montrer que DGE = DOE; en prolongeant EGet 
DG en û' et E', comme GD et GE sont symétriques par rap- 
port à AB, on a arc DE = arc DE'. Donc les angles DGE et 
DOE sont égaux comme ayant même mesure Tare DE, 

^ Lieu du centre du cercle circonscrit à ce quadrilatère. 

ir résulte du premier cas que ce cercle circonscrit est 
commun aux deux quadrilatères GDEF, ODEF. Or le centre 
du cercle circonscrit au second quadrilatère est au milieu 
de la droite FO en K. On a KG = KO comme rayon du même 
cercle; donc le lieu du point K est une perpendiculaire 
à AB élevée au milieu de GO. 

Remarque. — Étudions ce lieu: toute la droite en fait évi- 
demment partie; soit I son point de rencontre avec le cer- 
cle et S le point de rencontre de OT avec GZ : si par S je mène 
des tangentes au cercle, les droites symétriques correspon- 
dantes GD et GE jouiront d'une propriété remarquable: 
quand les points D et E seront sur le cercle entre A etDj 
d'une part, B et E d'autre part, le centre du cercle circon- 
scrit à GDE Fsera à l'intérieur du cercle ; quand D et E seront 
sur rarcD^TEi, le centre du cercle circonscrit sera extérieur 
au cercle; enfin quand D est en D^ et par suite E en E^ le 
centre correspondant n'est autre que le point T. 

50 Lieu de F. — Puisque KF == KO, comme on a GR = RO, 
il en résulte que dans le triangle OGF, FG est parallèle à 
KR; donc le lieu de F est une perpendiculaire en G à AB. 

A.U point de vue géoméfrique, la partie de cette droite 
comprise à l'intérieur du cercle ne fait pas partie du lieu ; 
car les tangentes étant réelles, leur point de rencontre F est 
'J l'extérieur du cercle, 
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4^ Lu droite DE passe par uH point fixe. 

Soit P le point de rencontre de cette droite avec AB. Soit V 
son point dé rencontre avec FO. Les* deui triangleë rectan- 
gles PTO, COF sont semblables comme ayant itn angle aigu 

PO FO 
commun. On a -j^rrr- = -r^ ; 

OV.FO 



d'où P0= ^^ . 

Or; dans le triangle rectangle FOE, comme EV est per- 
pendiculaire sur l'hypoténuse, on à 

OV . FO = OE* ou R«; 

donc ^'0 = W ' 

donc PO est constant ; c'est une troisième proportionnelle 
qu'il est aisé de construire ; le^ droites DE passent donc 
toutes par le point P ainsi détourné. 

Ô° La surface de DGE est maximum quand le triangle est 
rectangle en A. 

En ejffet, la surface de DGE est 

S = — DG . CE sin DGE. 

2 

Or on a 

DG . GE = DG . DG = AG . GB = R* — GO»; 

donc S = — (R» — G0«) sin DGE. 

2 

R* — GO* étant constant, la surface sera maximum quand 
sin DGE sera maximum, c'cst-à-dîrë pour DGE = 90®. . 

6^ Lieu des points de rencontre de AD et BE. 
On a vu que PO . GO = R* 

R PO 



ou 



on a 



GO R ' 
R — GO PO — R 



ou 



R + GO PO + R 
GA PA 



BG "" PB • 

Dans le triangle DGÉ les deux bissectticès tlH, GP 
donnent aussi les relations 
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D« 


PD 


HE 


PE' 


PI 


PD 


PB 


PE' 


Ci 


DH 



Or on a 

^"^^^ BG-m- 

Ceci posé, par È je mène la droite XT parallèle à AB. 

Les triangles iDH, HEY sont semblables; en effet ils 
ont deux angles égaux comme opposés par le sommet, ei 
EYH == XlDH comme ayant même mesure : eu effet, XDH a 
pour mesure la moitié de ADE et EYX = EBAquî a aussi 
pour mesure la moitié dé l'arc ADE. 

De la similitude de ces deux triangles il résuUe que 

Î)H XH 



Maië alors 



HE HY 
XH ÀG 



HY GB 

et par suite les trois droites AD, GH, BE sont concourantes ; 
donc lé liëu du point de rencontre de AD avec BE est Id 
droite GH. 

Remarque, — Le lieu véritable n'est que la partie de la 
droite CZ extérieure au cercle ; tndis si on considère en 
même temps le lieu du point de rencontre de BD avec AE, 
le lieu complet est la droite C2 fout entière. 

Conséquences de ces diverses propriétés. 

L — Le premier cas nous conduit à la remarque suivante' 
Étant donnés deui |)oints D et E, si on va de D en B ëû 
touchant une droite AB en G, le chemin DGE' étant mini- 
mum, la circonférence passant par les points D; C, E toùpe 
la droite AB en un second point qui est équidistant deDëtÉ. 

IL — Le quatriètne bas étant démontré. On peut pi-opose^* 
sur la figure tous les problèmes relatifs aux droites qui paissent 
par un point fixe. Ainsi, le lieu du pied de la hauteur issue 
de G dans le triangle GDE est un cercle de diamètre PA; le 
lieu du pied de la médiane issue de A est un cercle de dîa- 
itiètre PO; d'une façon pltis générale le lieu du pied d'une 
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droite issue de C et faisant avec DE un angle constant a, est 
un segïnent capable de cet angle a décrit sur PC. 

Il en serait de même pour certains points remarquables 
des droites CD, CE qui passent par le point fixe C. En 
particulier le lieu des projections de sur ces deux droites 
est un cercle de diamètre CO. 

III. — Le cinquième cas, si on suppose que le point G soit 
en 0, conduit à la proposition suivante : Etant donné un point 
fixe P dans le plan d'un cercle, on mène une sécante PDE. 
Le triangle DOE sera maximum quand la sécante coupera 
la courbe sous un angle de 45**. — On le vérifie aisément. 

IV. — On peut faire sur la figure proposée beaucoup 
d'autres remarques dont voici quelques-unes : 

i^ Le lieu du point de rencontre des bissectrices du trian- 
gle ODE est évidemment la droite OZ. 

2® Le lieu du point de rencontre des médianes de ce même 
triangle est un cercle. En effet, on a vu que le lieu du pied 
de la médiane CV est un cercle de diamètre PO. Si par le 

2 
point N situé aux -- de CV à partir de C, je mène des paral- 
lèles à VO et VP, elles coupent en G et J le diamètre AB; 
leur angle est évidemment droit ; donc le lieu de N est un 
cercle de diamètre GJ. Les points G et J divisent respecti- 
vement PC et CO dans le rapport — . 

3® Le lieu géométrique du point de rencontre de la 
droite OF avec une droite symétrique de la hauteur issue de 
C par rapport à CZ, n'est autre que le lieu du centre du 
cercle circonscrit au quadrilatère CDEF, c'est-à-dire la 
droite RT. 

Ceci résulte en effet de la propriété qu'ont la hauteur d'un 
triangle et la droite qui joint le sommet considéré au cen- 
tre du cercle circonscrit d'être symétriques par rapport à la 
bissectrice issue au même sommet. 

Nota. — La même question a été résolue par MM. Fiévet, à Lille; Pigeaud, 
à Châteauroux; Kœhl. à Grenoble; Simeray, à Lons-le-Saulnier ; Baron, à 
Sainte-Barbe. 

M. Baron a reniaix^ué en outre que, si l'on supposait le cercle projeté sur 
un plan passant \)av le diamètre AB, les droites (ID, CE se projettent suivant 
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des droites également inclinées sur le grand axe, et que les propriétés 2, 4, 6 
sont projectives ; le centre du cercle circonscrit au quadrilatère CDEF se pro- 
jette suivant le centre d'une ellipse homothétique à l'ellipse donnée, et 
passant par les cinq points i, C, E„ D„ Fj; et le centre de cette ellipse décrit 
une droite perpendiculaire au grand axe et passant parle milieu de aC. 



QUESTION 390 

Hk^letlonpar M. J. de Lotnes, élève de l'École Albert-le-Orand. 



Dans un parallélogramme ABGD, on mène, par un sommet 
A, une sécante qui coupe BG en E e^ DG en F. Démontrer que, 
quelle que soit la direction de ta sécante, on a ^ 

BE X DF = const. 

Joignons AG. Geite ligne AG coupe BG et DG au même 

point G. Donc, si Ton forme dans ce cas le produit des 

deux segments déterminés sur BG et sur DG par la sécante 

AG, ce produit BG X DG sera le produit de deux côtés 

consécutifs du parallélogramme. Gonsidérons maintenant 

les deux triangles ABE, AFD. Ils sont semblables comme 

ayant deux angles égaux chacun à chacun; savoir : les an- 

gles ABE, ADF, comme angles opposés du parallélogramme 

ABGD; les angles BAE, DFA, comme alternes-internes par 

rapport aux deux parallèles AB, DG coupées par la sé- 

BE AB 

cante AN. Donc -p^ = j.^ -, 

d'oh BE X DF = AD X AB. 

Par suite le produit BE X DF est constant, puisqu'il est 
égal au produitde deux côtés consécutifs du parallélogramme. 

Nota. — La même question a été résolue par MM. Fiévet, à Lille ; Pagil- 
lon, au collège Stanislas; Blessel, à Paris ; Tietard, Pigeaud, à Châteauroux ; 
Dupuis,à Lons-le Saulnier; Cosleux, à Saint-Omer; Baron, à Sainte-Barbe; 
Dupréjà Grenoble; Gino-Loria, àMantoue; Broutin. Verdier, à Passy; Lestic, 
à Saint-Brieuc. 
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QUPSTIQN 392 

(iolntion par M. 6. Pigeaud, élève au Lycée de Châteauroux. 



Deux cercles étant donnés et w étant un centre de similitude 
inverse, une droite KG tourne autour de w. On mène les tangentes 
en k et en G qui ne sont pas des points homologues, trouver le 
lieu du point de rencontre de ces tangentes. 

Prenons AG dans Tune de ses positions et soit A]BC I3 

A' 




triangle formé par les tangentes et cette droite. L'angle A 

de ce triangle a pour mesure la moitié de Tare AA', l'angle G 

a pour mesure la moitié de Tare GC, et comme ces deux 

arcs sont égaux, on a A = C et le triangle BAG est isoscëie : 

donc BA = BG. Le point B est donc tel que les tangentes 

menées de ce point aux deux cercles soient constammeut 

égales .eijtre elles. Or on sait que le lieu des points qui 

jouissent de cette propriété est Taxe radical des deux cercles, 

B est donc constamment sur cet axe, et cet axe est le lieu 

deB. 

Nota. — La même question a été résolue par MM. Dupin, à Grenoble; 
Gino-Loria, à Mantoue; Pagillon, au collège Stanislas; Lestic, à Saint-Brieuc. 
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QUESTIONS PROPOSÉES 



8. — Construire géométriquement un triangle dont on 
connaît deux côtés et la ligne qui joint le sommet de Tanglp 
compris au centre du cercle inscrit. (Hallowell.) 

9. — Construire géométriquement un triangle dont on 
connaît la base et la hauteur, sachant en outre qu'un des 
angles à la base est double de Tautre. (HallowelL) 

10- — Construire géométriquement un triangle dont on 
connaît la base, un angle à la base et la somme du côté op- 
posé à cet angle et de la hauteur du triangle. (HallowelL) 

11. — Construire géométriquement un triangle connais- 
sant un angle^ Tun des côtés adjacents et Tangle qui fait le 
côté opposé à l'angle donné avec la médiane correspon- 
dante. (HalloweL) 

12. — Construire géométriquement un triangle dont on 
connaît la base, la différence des angles à la base, et la 
somme des deux autres côtés. (HallowelL) 

13- — Construire géométriquement un triangle, connais- 
sant la base, un angle à la base, et le point de la base par 
lequel passe le diamètre du cercle circonscrit mené par le 
troisième sommet. (HallowelL) 

J4. — Par un point pris sur la perpendiculaire abaissée 
dans un triangle rectangle du sommet de l'angle droit sur 
Thypoténuse, mener une droite telle que la portion comprise 
entre les deux côtés de Tangle droit ait son milieu sur l'hypo- 
ténuse. (HallowelL) 

15. — Construire géométriquement un triangle connais- 
sant un angle, la bissectrice et la différence entre les côtés 
qui comprennent l'angle donné. (HallowelL) 

11 

16. — On considère un cercle D; soient AB un diamètre, 
AG la tangente au point A; par le centre de D, on mène 
une infinité de cercles A tangents à AC ; soit M un des 
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points communs à D et A ; la langea le en M au cercle I> ren- 
contre A en un point I dont on demande le lieu géométrique. 

(G. L.) 

17. — On considère un cercle A, et deux diamètres rec- 
tangulaires AA', BB'; par le point A, on mène une transver- 
sale S, qui rencontre la tangente en A' au point T>, et le 
diamètre BB' au point E. Par le point D on peut mener au 
cercle une seconde tangente DK, touchant le cercle au point 
K; la droite AK rencontre BB' en un point F. Trouver 
l'intersection de 8 et de AT quand 8 tourne autour de A. 

(G. L.) 

18. — Si trois nombres entiers ont une somme égale à 
zéro, la ^somme de leurs cubes est égale à leur triple pro- 
duit, et la somme de leurs cinquièmes puissances est divi- 
sible par cinq fois leur produit. (G. L.) 

19. — On considère un cercle du centre 0, et un dia- 
mètre AA'. Soit M un point mobile sur la circonférence; on 
fait passer par MOA un cercle A, par MOA' un autre cercle 
A'. Démontrer : 

1° Que ces cercles se coupent orthogonalement ; 

2® Que r et r étant leurs rayons, R le rayon du cercle 

donné, on a, J- + _L. = -|__ ; 

3® Que la projection de la tangente commune sur la ligne 
des centres a une longueur constante, égale à R. (G. L.) 

20. — On considère un cercle de centre 0, un diamètre 
AB et la tangente A à l'extrémité B de ce diamètre. La tan- 
gente en un point quelconque M de la circonférence ren- 
contre A en un point G, par lequel on mène une parallèle à 
AB jusqu'à sa rencontre avec le rayon OM. Soit I ce point 
de rencontre; trouver le lieu du point I quand M 'parcourt 
la circonférence proposée. (G. X.J 

Le Rédacteur-Gérant, 
J. KOEHLER. 
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QUESTION D'EXAMEN 



Résoudre un triangle connaissant le côté a, PangieB, et la dif- 
férence b — h = 1, entre le côté h et la hauteur h issue du sam-' 
met A; discuter. 

Montrer que le problème peut être ramené à la recherche des 
points oii le côté BA rencontre une parabole ayant pour foyer 
le sommet G du triangle et pour directrice une parallèle au côté 
BG; discuter à nouveau le problème et comparer les résultats. 
(Concours d'agrégation, 1881.) 

1. — Nous allons chercher à déterminer d'abord l'angld 
G, puis le côté opposé. 

Nous avons /i = 6 sin G. 

Donc, une première équation du problème est 

6(i — sinG)=/. • (1) 

D'autre part, la relation fondamentale entre les côtés el 

les sinus donne -:— ^ = . .p.p., ; 

sinB sin (B + G) 

en éliminant b entre cette équation et la précédente, nous 

avons, pour déterminer G, une équation qui, mise sous forme 

entière, devient 

/ sin B cos G-{-(l cos B + a sin B) sin G = a sin B. (2) 

11 est facile de déterminer l'angle G satisfaisant à cette 
équation; pour que cet angle C ait une valeur réelle, il faut 
que Ton ait 

fi sin* B -f (/ cos B -f a sin B)« > a« sin» B 
ou, en simplifiant, et remarquant que { est toujours positif» 

/ -(- a sin 3B > o» 

Gette condition est toujours remplie lorsque l'angle B est 
aigu ou droit, et aussi» quel que soit cet angle, lorsque { est 
plus grand que a; on troiive alors deux valeurs pour l'angle 
C* Si a est plus grand que l, on peut trouver deux angles 
obtus tels que l'on ait 

sin 2B = , 

a 

;ol:^^.\^ ie math. él^m. 1882. 3 
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et alors, pour ces deux valeurs de B, Téqualion (2) n'est 
plus satisfaite que par une seule valeur de Tangle G ; les 
deux valeurs de B qui donnent cette solution particulière sont 



2 

B étant Tangle aigu déterminé par Téquation 

sin 2Bi= — ; 
a 

le problème n'a plus de solution lorsque B est compris entre 
les deux valeurs précédentes. 

2. — La condition de possibilité que nous venons d'indi- 
quer n'est pas suffisante; il faut eu outre que le sommet A 
se trouve sur la partie de BA qui fait avec BG Vangle donné 
B, et non pas sur son prolongement. Il faut pour cela que, 
en calculant le côté c, nous obtenions une valeur positive 
pour c. Or, nous avons, pour déterminer c, Téquation 

sin (J sin B{i — sin G)' ^^ 

Si nous éliminons G entre cette équation etTéquation (2) 
nousaurons une équation qui nous permettra de déterminer 
c en fonction des données. 
Or, réquatiou (4) nous donne 

. ^ c sin B 

fc -f- c sm r> 
d'autre part Téquation (2) peut s'écrire 

I sin B cos G = a sin B ( i — sin G) — / cos B sin C ; 

élevons les deux membres au carré) et remplaçons cos* C par 

(i — sin" C); nous avons, en remplaçant sin G par sa valeur, 

chassant les dénominateurs et divisant par /' sin' B: 

(/ + c sin B)» = a* + c* — 2ac cos B. 

Gette équation, ordonnée par rapport à c, devient 

c* cos» B — 2c(a cos B + / sin B) + a« — !• = o. (S) 
Si a est inférieur à /, cette équation donnera pour c deux 
Valeurs réelles, Tune positive, l'autre négative; il y aura 
donc une solution, et une seule. 

Lorsque à est supérieur à /, la condition de réalité des ra- 
cines est 
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(a cos B -f ^ sin B)=* — a« cos* B + P cos« B > o; 
cette condition devient 

/* -|- al sin 2B ]> o ; 
nous retrouvons ainsi la condition déjà indiquée; enfin, si 
l'on a fi -}- al sin 2B = o, 

les deux racines sont égales. 

Lorsque nous avons reconnu que les racines sont réelles, 
puisqu'elles sont de même signe, dans Thypothëse ou a est 
supérieur à l, nous aurons leur signe en prenant celui de 
leur somme, c'est-à-dire en considérant la quantité 

a cos B + / sin B, (6) 

le dénominateur étant essentiellement positif. 

Or, si nous supposons B aigu, la quantité précédente est 
positive; donc, dans ce cas, il y a deux solutions. 

Si B est droit, Téqualion (5) tombe au premier degré, et 
elle a une solution, et une seule, qui est positive ou néga- 
tive suivant que a est supérieur ou inférieur à /. 

Enfin, dans le cas où l'angle B est obtus, nous pouvons 
mettre la quantité (6) sous la forme 

sin B {a cotg B + /), 
et nous voyons que si 

cotg B > ^ 

a 

cette expression est positive ; elle est négative dans le das 

contraire. 

Nous avons dit précédemmeat qu'il n'y avait aucun so-» 
lution lorsque l'angle B était compris entre deux limites^ 
données par l'équation 

[ + a sin 2B = o ; 

Si nous cherchons la cotangente des angles correspondants 
nous avons l'équation 

cotg* Bi 4- 2 -p cotg Bj -j- I = o ; 

^ l 

si nous remplaçons cotg B4 par — ^ nous avons 
quantité négative ; nous en concluons qufe 
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Si Tangle obtusB est inférieur à la plus petite des deux 
limites précédentes, les deux yaleurs de C sont positives ; 
elles sont au contraire négatives si B est supérieur à la plus 
grande de ces limites. 

3. — Il est facile de voir que, au point de vue géométrique, 
le problcmc reyient à l'intersection d'une droite et d'une 
parabole. En effet, si nous prolongeons la hauteur AH d'une 
longueur HD égale à Z, et si par le point D nous menons 
une droite DD' parallèle à BC, la distance AD étant égale à 
AC, le point A se trouve bien sur une parabole ayant le point 
G pour foyer et DD' pour directrice. 

Cela posé^ nous pouvons discuter les conditions de possi- 
bilité du problème en considérant des positions relatives de 

la courbe et de la droite; 
nous supposerons que l'angle 
donné B est l'angle que fait 
le côté BC avec la partie de 
la ligne BA située à droite 
de BC, la directrice DD' étant 
à gauche de BC ; nous savons 
que la ligne BC rencontre la 
parabole au point H tel que 
CH=CD = Z. 

Si donc a est plus petit 
que l, le point B est inté- 
rieur à la courbe : une droite 
quelconque, non perpendi- 
culaire à BC, rencontre la 
courbe en deux points l'un 
à droite, l'autre à gauche de 
BC ; donc, il y a toujours une solution, et une seule admis- 
sible, dans ce cas, puisque la solution comptée à gauche de 
BC ne répond pas aux données du problème. 

Si la droite est perpendiculaire à BC, le point à droite de 
BC s'est éloigné indéfiniment ; le point situé à gauche seul 
existe ; la solution correspondante n'est pas admissible. 

Lorsque a est plus grand que /, le point B est extérieur à 
la courbe, en B' par exemple. Nous pouvons, par ce point 




A 



DV 



D 
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mener deux tangentes B'M et B'M' à la courbe; si nous fa'- 
sons tourner une droite de à 180® a itour du point B', notis 
voyons que, tant que 
l'angle CB'E est ai- 
gu, le côté B'E ren- 
contre la courbe en 
deux points, à droite 
de B'C; il y a donc 
deux solutions. L'un 
des points s'éloigne 
à rinfini lorsque Ta n- 
gle B deyient droit; 
il y a donc plus qu'u- 
ne solution. Le mou- 
vement continuant, 
l'angle B devient ob- 
tus, et il y a d'abord 
deux solutions, qui 

se confondent en une seule lorsque l'angle donné deyient 
égal à l'angle CB'M, formé par la première tangente avec 
le côté BG. Ensuite, il n'y a plus de point de rencontre, tant 
que la droite est comprise dans l'angle MB'X; au delà, les 
points d'intersection se trouvent non plus sur la ligne elle- 
même, mais sur son prolongement. 

Il est facile de voir que les points d'intersection se trouvant 
à gauche de la droite B'C ne répondent plus au problème 
donné, mais à cet autre problème : Résoudre un triangle dont 
on connaît un côté a, l'angle B, et sachant que la somme du 
coté h et delà hauteur h abaissée de A sur le côté a est égale à 
une longueur donnée 1. 

La construction ordinaire pour trouver l'intersection d'une 
droite et d'une parabole nous conduit aux mêmes résultats, 
et nous permet en outre de comparer le solution géométrique 
avec la solution trigonométrique du problème. 

Rappelons que, pour trouver l'intersection d'une droilc et 
d'une parobole, nous prenons d'abord le symétrique du 
foyer par rapport à la droite: puis nous faisons passer par le 
foyer et son symétrique utio eirconforr.nco, tangentç a la di- 



rectrice ; le centre de cette circonférence qui se trouve sur 
la droite donnée, est le point d'intersection cherché. 

Gela posé, si la droite tourne autour d'un point B, le symé- 
trique du foyer est sur une circonférence ayant le point B 
pour centre, et passant par le foyer. 

Pour que la droite rencontre la courbe, il faut que le foyer 
et son symétrique soient d'un même côté de la directrice ; il 

est facile de voir que cette 
condition est toujours rem- 
plie lorsque le point B est 
à l'intérieur de la courbe, 
puisque le rayon BG de la 
circonférencelieu des symé- 
triques du foyer est moindre 
que CD. 

Lorsque le point B est à 
l'extérieur de la courbe, la 
circonférence de rayon BC 
coupe la directrice aux 
points P et P', et lorsque 
le symétrique du foyer est 
sur l'arc PMP, la droite ne 
rencontre plus la parabole. 
Or, il est facile de voir que, 
pour une position quelconque, F par exemple, du symétri- 
que du foyer, l'angle CBP', compté dans le sens positif (cet 
angle pouvant être supérieur à deux droits) est égal au 
double de l'angle B, formé, dans le même sens, par la droite 
BA avec le côté BC. 

Gela posé, on voit facilement que : 

Si l'angle B est aigu, l'angle 2B étant inférieur à 7t, le 
symétrique du foyer est à droite de la parallèle BG à la 
directrice ; il y a donc dans ce cas deux solutions : 

Lorsque l'angle B est droit, l'angle 2B est égal à tc; l'un 
des points d'intersection est rejeté à l'infini, l'autre existe 
à droite de B ; 

Si langlo B est obtus, il faut que le symétrique du foyer 
par rapport à la droite ne soit pas surj l'arc PMP'; cette 
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condition sera remplie si la distance de ce point à la droite 
BG est inférieure à CD. Or, cette distance, en valeur abso* 
lue, est égale à a sin (2B — w) ; 

on doit avoir a sin (2B — tt) £ /. 

Il est aisé de voir que celte condition est précisément la 
condition de possibilité que nous avons trouvée par la tri- 
gonométrie. La condition 

a sin (2B — ic) = / 
nous donne les deux points P et F ; nous en tirons pour la 
droite donnée les positions limites BM et BM', et nous 
voyons que, pour les positions de la droite comprises dans 
l'angle MBM', nous n'avons pas de points de rencontre. 

On verrait facilement que, lorsque Tangle B est inférieur 
à GBM, les deux solutions conviennent au problème; tandis 
que si l'angle est supérieur à GBM', en étant inférieur à tt, 
les solutions ne conviennent pas au problème proposé. 

A. M. 



NOTE SUR UN PROBLEME DE GEOMETRIE 

Solution par M. X. Antomari. professeur au Lycée de Carcassonne. 



Notre but est de présenter la solution du problème suivant 
comme une application des propriétés du trinôme du 
second degré. Voici l'énoncé : 

Al Aj. . .An étant n points donnés en ligne droite, m^ m^. 
. .mn des constantes positives ou négatives et K ime constante, 
trouver le lieu géométrique des points M tels que 

m^ MAÎ+ m, MÂa + . • .nin MAn = KS 

Soit XX' la droite qui renferme les n points donnés, et soit 
Ao un point pris sur cette droite. Afin d'éviter des quantités 
négatives, nous supposerons les points A^ Aj A3. . .An à 
droite de Aq . 

Pour simpliftor récriture nous poserons 

A^ Aj[ = a^, Aq A| = ^1 • * • A.0 An ^^ ^n " 
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wii a, 4" ^t «1 +• • •+ m» On = Si ^ (Ij 

Ma 9 

wii ai -(- wij fli 4"- • «"h *^« ^« = S, 
Soit M un point du li'^u. Menons MP perpendiculaire sur 

M 




Si 



X' 



i.» 



XX' et désigûons A^ P par et MP par y. Les triangles rec- 
tangles MA,P, MA^P. . .MAnP donnent 

MA? = 1/» + (a?— a^Y = j/« -f- a?* — 2aia; -f «i^ • 

Ma2 = t/* + (ic — a^y = î/* -f- a?"* — 3a5,.x -}- «2 



MAn = î/» + (x — On )* = 2/* + .x« — 2anX-\-aa . 
Multipliant respectivement par %, m^, . .m^ et ajoutaa l 
il vient 

Wll MA? -{- 7»2 MA| +. . .+ Mn MAn = S (î/* -f 0?») 

On doit donc avoir pour tout point du lieu : 
S (t/« + x^) — 2Si ce + S, = K'^ 
ou Si/« = — S.x« + 2Si a? -f Sa + K^ (2) 

Considérons le trinôme du second degré 

Sa?*-— 2Sia; +Sj— K^ 
Soient x' eix" les racines de ce trinôme égale à zéro et soit 
X > x". Le trinôme peut s'écrire 

S(a? — a;')(aî —x') =S{x—x')(x" —x). 
L'équation (2) devient alors 

Sif = S(x — x') (x" ~ x) 
ou «/2 = (a^ — x) {x" — x). (3) 

Prenons à partir de Ao les longueurs Aq 0'= a?' et AoO' 
= x'\ L'équation (3) montre quç l'oa doit ^vQir pour tout 
pQiul, 4U \m MP' = 0' P X 0" P, 
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Le triangle MO'O'' est donc rectangle en M, et le lieu des 
points M coïncide avec le lieu des points d'oîi Ton Voit O'O'' 
sous un angle droit. Ce lieu est donc la circonférence décrite 
sur O'O'' comme diamètre. 

11 est facile de déterminer le centre et le rayon de cette 
cil-conférence. Le centre est le point milieu de O'O'' : il 
sera donc déterminé par la longueur 

K0 = '£±^=.^ (4) 

Le rayon est égal a := 

2 .2 

y/s.» - S (S. - K«) 
= g (S) 

La méthode suivie se prête facilement à la discussion. 
Nous venons de voir en effet que le rayon est donné par la 

formule R = V^V " S f» - K'). 

Il faut donc, pour que le problème soit possible : 

1^ Que S soit positif. Cette condition peut toujours être 

supposée remplie; 

2« Que l'on ait S^* — SS, + SK* > o 

,,^ ^ SS, - S,« 
ou K*^ jT . 

En particulier si S = o, l'équation ^2) donné 

A P S, -K' 

X ou AoP = r; . 

Le point P est un point fixe, et le lieu se réduit à la pèr^ 
pendiculaire à XX' menée par le point P. Dans cette hypo- 
thèse, si n = 2 et si wii = — m, ^= i, on a le lieu géômé-r 
trique des points dont la différence des carrés des distances 
à deux points fixes est constante. 

Les hypothèses mi= m, =. . .mn correspondent à l'é- 
noncé suivant : Lieu des points dont la somme des cannés des 
distances à n points fixes est constante. 

Dans ce cas on a 

S = n X Wi, Si = Wi (ai + ttj + . . . -|- On), 
Sj = wïj (ai*+ oS + . . • + «*«)• 

JOURNAL DU MATH. ÉLéu. 1882. 3* 
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|^« fomule (4) O0U3 douue alors 

A =; ^^ + g» + ' * ' + flt* ^ 

La longueur de Ao est donc la moyenne arithmétique 
d^s distances a^a^^.,. On* Comme cas particulier remarquable, 
on p«ut examiner celui qui correspond aux hypothèses 

97li = m^ = • • • == ff^n ==^ I » 

a^ = a, a, = 2a • . . on ^ na. 
Les formules (4) et (8) nous donnent 

A Q_ q(i +^+ -■ +w) _ (n+ i)a 



n 2 



R« = 



( ^^^J^ i) \,_^ aMi« + 2«+ ... n*) + nK« 



n 
Or on sait que 

o 
On aura par suite R* = ^ — - — ^. 

12 

Le problème n'est possible que si Ton a 

12K* — o*n(«+i)*> o 

3a* 

Si tt = 2 il faut que K* soit plus grand que , 

2 

Un certain nombre de questions relatives à la circonfé- 
rence se ramènent à celle que nous venons de traiter. 

ExEBiPLE : Lieu géométrique des points dont le rapport des 
tangentes à deux circonférences est constant. (Je crois que 
cette question a été donnée au concours académique àMont- 
pellier, en 1880.) 

Si R et R' désignent les rayons des deux circonférences^ 
t et t' les tangentes issues d'un point du lieu, d et cT les dis- 

tances respectives de ce point aux centres^ et enfin - — le 

n 

rapport constant, on a facilement 

t m t^ m^ d« — R« m« 



t' n t'^ n* ' d'« — R'« ~" n* 
et enfin nH^ — m*d'« = n»R* — m*R'« 

et la question se trouve ramenée à la précédente. 
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NOTE DE GEOMETRIE 



Un corps est compris entre deux plans parallèles et une «ec- 
tion faite dans ce corps par un plan parallèle aux bases^ à une 
distance x de la base inférieure à une aire égale à 

a + px + yx« + wxS (1) 

a, ^y Y, (I) étant quatre valeurs constantes quelconquesy c'est-- 
à-dire indépendantes de x. On demande de dét^nminer le volume 
de ce corps. 

AppLiGàTiONs. — Coupons le corps par une infinité de plans 
parallèles aux plans donnés et équidistants^ en désignant 
par So, S^y S,. . . Sn les sections obtenues, S^ et Sn, désignant 
les plans des bases, la hauteur h sera partagée par ces 
plans en n parties égales. 

En vertu du principe de Gavalieri (Tout corps compris 
entre deux plans parallèles peut être considéré comme la 
somme d'une infinité de prismes ou de cylindres de hau- 
teur infiniment petite) le volume du corps considéré sera 

t. 

exprimé par V = — (Sq + S^ 4" S» . . . + Sn-i) 

ou V ;^— SS. (2) 

n ^ 

Gela posé, évaluons les sections So, S^^,.. 
Si oî = o, S<) = a 

n * ' ^ î| ' * n* ' n' 

n ' ' ^ w n* n* 

3h ^ , o 3A , gA* , î^7^' 
X = —, S, = a+p hï*^ +w -V 
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n * ' *^ n n 

(n — i)8 A» 



-f- a> 



n« 



dès lors SS = fia4-p- [i + 2+ ••• H-{^ — *1 



ôtt SS = 



Vf n (n + i) (2n + 1) -) 

+^;?L 6 J 

, A» n» (n + i)« 

4-0)-- . 

n* 4 

Dés lors remplaçons dans (â)2S par sa valeur, nous avons 

-rr ^r . h/n (n — i)\ 

, h* /n (n — i) (an — i)\ 
+ ^_.(^ 6 ) 

h^ n' (n — i)* 

Lorsque n croit indéfiniment, on a 

A* A' A* 

V = «A + P 7 + T j + « j. (A) 

Remarque. — Si Ton désigne par B, B| et les bases infé- 
rJéimis et supérieures d'un corps et par B, la section équi* 
disittnte des bases on a 



A«n« (n — i)M 

4-0) I 

n» 4 J 
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X= o B = a. 

x= h Bi= a -j- pA 4- yA* + oA» 

d'où 4B, =; 4a + 2p/i + y/i«« + — ; 

par suite B + B^ + 4B, = 6a + 3^ + 2yA* + -î^. 

2 

Par suite en mulUpliaut par -^ on retrouve la formule (A). 

On a donc encore V = — (B + B^ -f- 4^»), 

formule connue. 

Sphère. — Si dans (1) Ton fait a = o, ^ = 27cR, y = — ^^f 
(0 = 0, cette fonction se réduit à 

2xRa; — -KX* = 'kx (2R — x) 
qui représente l'aire du cercle fait dans une sphère, à la 
îiauteur x. 

Dans ce cas B = o, B^ = o, B^ = tc R*, A = 2 R. 

Dès lors V = — . 47cR» = 4^R^ 

Segment sphériqvs. — Faisons 

B = o, 

Bi = 7c/i(2R — h), 

2 2 / 

on a V = 71 ^(2R _ A + 4R — h\=^h^(3R —h\ 

Telle est l'expression du segment sphérique on fonction 
de la hauteur de la calotte et du rayon de la sphère. 

Cône. — Si A est la hauteur d'un cône, Rie rayon de base, 
le rayon R' fait à la disftance x est égal à 

R = R — -?«. 

n 

Dès lors ttR'» = 7tR« — ^x + ^a;% 
expression à lat^pielle se réduit la fonction lorsifM 

7. = TCRS (1) 



B, 
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ttR» 






0)= o. 

h 



Dès lors cône = -^ (^R* + -tchA = -|-irR»A. 
De même on obtiendra facilement pour le tronc du cône 
V = ^OkB* + ^* + i:(R + r)») = i.7cft(R«+ f^ + rA 

C. G. 

QUESTION 198 

Solution pal* M. H. BouftGST, à Xi\^ 



Par qael nombre faut-il multiplier un nombre donné pour qw 
la somme des valeurs absolues de ses chiffres significatifs reste la 
même? 

Soient N le nombre donné et X le multiplicateur cherché. 
Nous avons NX = N'; 

d'oU ^ — If^ 

d'autre part, sachant que tout nombre est un multiple de 
3 plus la somme de ses chiffres significatifs^ nous pouYons 
poser N = w. 3 + (ai + flj + «8 + • • • + û» ), 

N' = m. 3 + (^1 -f- ^8 + ^8 "h • • • + ^'^ ); 
mais, d'après l'énoncé, 

a^ -[- ttj + a» + . . . + a» = a?i 4- a?, -f a?5 + . . . asn ; 

donc N — N = m.. 3 ; 

par suite A = i i — j^. (1) 

Telle est la forme que doit prendre X ; il faut prendre 
m . 3 de façon qu'il soit divisible par N, puisque X doit être 
un nombre entier. Le problème a donc une infinité de 
solutions. 
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QUESTION 353 

iSolwtion par M. H. BouaGBT, élève au Collège d'Alx. 



Sur la circanférence d'un demi-cerch de diamètre kk, on 
donne un point P. On demande de mener parce point une droite 
PX, rencontrant le diamètre en X de telle manière que si on 
élève par le point X l'ordonnée XY au cercle, perpendiculaire 
au diamètre AB, on ait 

P X* — X Y« = d«. (Lieber.) 

Soit a = OF, X = PX (F est la projection de P sur AB) 
on trouve facilement dans la figure les valeurs PX* et XY*; 
par suite on aura pour résoudre le problème l'équation 

2x^ — 2 aa? — d* = G 



X = 



d'où 2d" = 



2 



2 • 

valeurs que Ton peut construire facilement. 

Nota. — Ont résolu la même question ; MM. Blessel, à Paris ; Perrier, 
Lon^le-Saunier ; Hellot, à Rouen ; La Ghesnais, au lycée Snint-Louis ; JoUy, 
Tarbes. 



QUESTION 380 



On suppose que B n'est pas carré parfait, et on propose de 

mettre la quantité z = y A + V^B 

sous la forme d'une sommée de deux radicaux carrés : 

z = V^x + \/j. 
Donner tes conditions nécessaires et suffisantes pour que la 
transformation soit avantageuse, ce qui peut avoir lieu dans 
deux cas différents, savoir : 4° lorsque les quantités xet y sont 

de la forme a + V^ p ; 2** lorsque ces quantités sont des nombres 
rationnels. 
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Je pose y A. + \/B = \/x + ^y, 

et j'élève à la quatrième puissance; j'ai alors 

A + v/b = (X -4- j/)« + 4a;i/ + 4{x + y) yj^, 
ce qui me douue les deux .équations 

{X + yY +. 4^î/ = A, ' 

i6xy {x + yY = B. 

Je vois que {x -|- yY et 40;^ sont les racines de Téquation 

U« — AU -K - = o ; 

4 
et comme la différence {x + t/)" — 40^/ = (a? — y)* est es- 
sentiellement positive; 07 et y étant supposés réels, nous 
prendrons la plus grande racine pour (x -|- nY ©*» 1^ pl^s 
petite pour 40:1/. 

A 4- l^A* B 

Nous aurons donc (x + 2/)* = — -^ 



4Xi/== 



2 
A — }/"a« — B 



2 
ouencore, en retranchant cette dernière de la précédentCi 

{x — !/)« = V^A* — B. 
On pourra donc avoir x et j/. 

Pour qu'il y ait avantage à employer cette transformation 
il faut ne pas avoir, pour x ou pour i/, de radicaux bicar- 
rés. Il faut donc que Ton ait 

A* — B == K« 
en désignant par K un nombre rationnel ; alors, on aura 

(x + 2/)« = A±JL, 

(x^yY=K. 
Dans ce cas, a; et 2/ se présentent en général sous la 
forme d'une somme de deux radicaux simples. Si cependant 

A _L K 
l'un des nombres — — — ou K est un carré parfait, l'ex- 
pression devient la somme de deux radicaux du second 
degré portant sur une expression de la forme a + y/p. 

A 4- K 
Si éiifin les deux nombres — -^ — et K étaient des carrés 
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parfaits, Texpression prendrait la forme d'une somtne 4e 
deux radicaux simples. 
1** Par exemple, sî Ton a 

on trouve A = 6 ; K = 4 

et par suite (x -{- J/)* = 5 

(x — yy = 4 




2° Si l'on prend % = ^7 + y/p" 

on trouve A = 7 ; K = i 

et par suite (as -(- j/)» = 4 



• = /^+/^- 



d'oli 

f 2 • ' 2 

Il serait facile de vérifier ces résultats ; en effet, prenons 
la première expression, par exemple; son carré se réduit à 

et en élevant encore au carré, nous trouvons 

6 + 2 \I1>=6 + \J 20, 
ce qui est bien Texpression de z^. 
On trouverait de mème^ pour le carré de la seconde 

expression * z^+yiy 

dont le carré est s* = j j- y 48. 



QUESTION 381 

HoUilon par MM. Vail et E. Bbudant, élèves de Técole Albert-le-apaad 

à Arcueil. 



Soient a, b, c, les trois arêtes du sommet d\m tétraèdre; ùïk 
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volume soit /e — du volume du tétraèdre donné et qut coupe SA., 

SB, se aux points X, T, Z, de telle sorte que Von ait 

SX _ BY _ CZ 
AX ^ SY "" ZS ' 
Soient SX = a?, SY = i/, SZ = J5 et AS = a, BS = b, 
SG = C : 

on demande de mener un 
plan tel que Ton ait 
SX _ BY _ CZ 
AX ~ SY "■ SZ 
ou, en remplaçant par les 
valeurs 

X b — y c — z 

a — X y J5 ' 

d'oîi Ton tire 

6a? + aj/ = ab, 

ab — 03 6 
d'oïl j/ = ^ (a) 

CZ -^az =:i ac, 

j. V ac — cas . , 
d'oîi z = (p) 




a 



Or, deux tétraèdres qui ont 
un angle solide égal sont entre eux comme les produits 
des arêtes qui comprennent cet angle. 

r. A T abc 
On a donc = ; 



xyz 



8 



d'où 8 xyz = abc 

en remplaçant y et Zy par leurs valeurs (a) et (p), 

(ab — bx) (ac — ex) , 

on a -Sx-^ ' ^ —= abc 

a a 

ou en ordonnant : Sx^ — 1 6aa?' + S^*^ — a® = o 
Posons 2X = X, réqnation précédente devient 

X» — 4aX* + 4a»X — a» = o . 
Si Ton fait X ss= a dans ce polynôme, on voit qu'il s'an- 

ftUb ; il dit donc divisibU par X — a ; 
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Donc (X — a) (X" — 3oX + a») ss o. 

Pour que ce produit soit égal à o, il faut que X — a = o 
ou que X* — 3aX -}- a* = o. 

L'équation X* — 3aX + a* =; o donne 



x=— (3± y/?) 



et comme 



X =5 2Xf 

on a m = -2.(3 + y/5), 

4 

Connaissant x, on tirera facilement les valeurs de y et de z. 

Nota. — Ont résolu MM, Fievet, à Lille ; Berthelot, à Châteauroux, 



QUESTION 393 

IBolntioM par M. Baron, élève à Sainte-Barbe, 



On considère un triangle ABC, et sur la base BCie ce triangle 
on prend un point M ; par ce 
point on fait passer un cercle À 
tangent à ÂB en B et un autre 
A' tangent à AG en C. 

On demande de démontrer 
que: 

i^Si H est le point de contact 
du cercle inscrit au triangle, 
les deux cercles AA' ont une 
tangente commune parallèle à 
BG et égale à la moitié de BC 

Soient (fig. i) les cercles 
BOM, COM. 

Les centres de cercles seront 
sur KO, E'O' perpendiculaires au milieu de BM et CM. 

B(o étant bissectrice de Tangle B, les arcs BH, HM sont 
égaux; donc H est sur la perpendiculaire KO et situé au mi- 
lieu de BcDi 




Fig. 4. 
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De même H' est sur K'O' et au milieu de u>G ; donc la paral- 
lèle HH' à BG, égale à — BG, est perpendiculaire à la fois è 

HO, WO'y et par suite tangente aux deux cercles. 

2® Si 'iiest le milieu de BG, les deux cercles sont vus du point 
Â sous le même angle. 

Il suffît de montrer 
(fig. 2) que les angles 
BAO, GAO' sont égaux. 

Or, les angles BOK, B 
sont égaux. 

Les angles CO'K',C sont 
égaux. 

Dans les triangles rec- 
tangles ABH BOE on a 
AB _ AH 
BO ■" BK' 
Dans les triangles AHG, 
K'GO' rectangles on a 
AG AH 




Fih 9- 



Or 



B 









GO' KG 




liK — KG — 


' BG, 
4 

donc on a 


A 




/ 


"^^ 




AB AC 


/ 


^\^ 




BO ~ GO' 


y 


^ ^^ 


^\\. 


Donc les triangles 


r 


K <A) 


NM^^:^^ 


AOB,AO'C sont sem- 


^- . H : 

% 1 


XX; /Sn^ 


blables et les angles 


H 1 

X 4 


/ \ i/ \ 


^ BAO, GAO' sont 


^>1 



l 1 0* 1 


égaux. 

3*» Si M est le ^ 
métrique du pied if 




'"'^^ 


lahauteur par rapport 
au milieu de BC, ^^ 




f^i. 


* 


deux cercles onl ^ 



!i^nû (kleur^çeiKresparaléUe à BG (flg^ 3)x 
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Les deux triangles ABU, BOK sont semblables (voir 2*), 
de môme K'GO' et AGH. 
_ , AH BH , AH CH 
Onadonc-3^=^^ «* cr = K=â' 

GH BK 
d'ailleurs bH =W 

» • r 

En divisant les deux premières proportions membre à 

CK' BH KO' 
nivrabre, on a -ttt^ = ^„ X 



BK 



ou 



GH 
KO' 
KO ■ 



KO 



Donc 00' est parallèle à BG et égale à sa moitié. 

4f Si le point M est le symétrique du pied de la bissectnce par 
rapport au milieu de BC, les deux cercles sont égaux. 



A- . 




liy- » 
De la similitude des triangles ABH, BOK ; AGH, GO'K' ; 

jo déduis 

BO BK O'G KG 



AB "" AH' AG 

BO AG 

X 



OC 



AB 



AH' 
BK 

K'G ' 



D'ailleurs 
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AG CN BK 



AB ^ BN "" KG" 



Donc *0^~^* 

et les deux cercles sont égaux. 

Dans ce cas particuiter^ les deux cercles V et V se coupeni 

sur la bissectrice de Vangle BAC. 

Il suffit de démontrer que P est équidistant de AB et AC, 

^^^^ BOP 
on a BMP = , 

2 

PO'P PO'P 

PMC=ii — BMP^TC-'^ii-^, BMG = ^^^^. 

2 2 

De régalilé deBOP, COP, il résulte que les deux triangles 
rectangles SOP, S'O'P ont SOP = SOT et OP =:0'P, d on c 
SP = ST et PR = R'P. Donc le point P est sur la bissectrice. 

f^s deux cercles se coupent sous un angle égal à l'angle BAC. 

Je mène les tangentes MT, MT'; Tangle TMT' est le 
supplément de la somme (B -f- ^)i donc il est égal à 
Tangle A. 

Si par M on mène des cordes parallèles auœ côtés du triangle, 
savoir : dans A une corde parallèle à AG et dans A' une corde 
parallèle à AB, ces cordes sont égales et leur longueur commune 
est AG — AB. 

Soient V, V les points oîi la bissectrice rencontre les 
deux cercles. Je joins MV, MV\ 

Arc BRP = 2 ang BMP =; A + 2Ci 

Arc BRP — arc BY =^ A, 

donc arc BV 2= 2Gj 

BV 
donc l'angle VMB, qui a pour mesure ' - - ■ , est égal à C 

et YM est la parallèle à AG. 

De même MV est parallèle à AB* 

L'angle VMM' est égal à (B + A)* 

A 
L'angle MVT a pour valeur P — 



2 ' 



donc MY'V =^ — =s MYV, donc VM = V'M. 

2 



D'ailleurs, on a 
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VM AC 



NG — N ~ NG ' 



AG _ _AJB^ _ AO — AB 
NG ~" NB ~ NG — NB ' 
donc YM= AG — AB; o. q. f. d. 

Nota. — La même question a été résolue par MU. Pigwud, à ChAtMo* 
roax ; Hoover, à Dayton (Etats-Unis). 
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TRAlTé DE GéoidTRiE DESCRIPTIVE, par M, Brelihof, profm$ur de Géo- 
métrie descriptive à VVniversité de Louvain, — Lotivain, librairie Fieeters 
Rnelens. 

L'intéi^ssant oav l'âge que nouâ âignaiona à nos lectears nous montre d'abord 
ce qu'est renseignement de la Géométrie descriptire en Belgique, et à ce 
point de vue déjà il devait appeler notre attention ; mais nous devons nous 
hAter d'ajouter que c'est là son moindre mérite. 

M. Breithof nous présente les principes fondameataui des méthodes prin- 
cipales usitées en Géométrie descriptive pour l'étude et la représentation des 
figures de l'espace, et nous fait connaître des méthodes que nous avons 
tom'ours l'egretté de ne pas voir introduites dans notre enseignement 
secondaire, telles par exemple que les projections obliques, les projections 
centrales et la perspective cavalière; nous ne voyons pas de raison pour ne 
pas parler de ces procédés, aussi bien que de la méthode des deux plans de 
projection, et de celle des plans cotés, enfin introduite dans les programmes 
deSaint^yr. Cette lacune nous empêche d'analyser ici l'une des parties 
fort attrayantes de l'ouvrage de M. Breithof, parce que nous sommes certains 
que nous ne pourrions pas dans un article bibliographique éive compris de nos 
lecteurs dans l'exposé succinct de ces méthodes, si utiles pour la pratique; nous 
regrettons de ne pouvoir parler de ces procédés, et nous abordons l'étude 
de la partie de l'ouvrage se rapportant à notre enseignement classique. 

Dans la premièi*e partie, consacrée à l'étude de la ligne droite et du plan, 
Ml Breithof examine toutes les questions relative3 à ces deux figures avec un 
soin très minutieux, que nous considérons comme absolument nécessaire au 
début, de l'étude de la Géométrie descriptive, si l'on veut être assuré de bien 
faire accepter cette science par les élèves, en leur montrant la généralité 
absolue des méthodes. Si nous joignons à cela que l'auteur a eu bien soin 
de ne développer complètement que les questions présentant une certaine 
difficulté, de làçon à forcer les élèves au travail personnel, nous aurons 
montré les avantages que présente la première partie du traité de Mi Breithof. 
Cette première partie se termine par une étude approfondie de la méthode 
des projections cotées, étude faite avec le même soin qui a présidé à la rédac-^ 
tion de la méthode des deux plans de projection* . 

La seconde partie, qui s'adresse aux élèves ayant déjà étudié la Géométrie 
descriptive, ne possède pas de moindres qualités* L'auteur commencé par 
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étudier au point de vue gt'ouiélrique les surfaces qu'il groupe en trois classes : 
surfaces réglées, surfaces de révolution, surfaces du second degré; pour 
chaque cljsse, M. Breitbof signale les principales surfoces utiles ; puis il 
rappelle que certaines surfaces du second degré appartiennent à deux classes. 
En parlant des surfaces développables, il a eu soin de dire comment se fait 
le développement. Puis, l'auteur s'occupe des plans tangents, en prenant les 
surfaces dans le même ordre que précédemment, ce qui l'amène à parler des 
paraboloïdes et hyperboloïdes de raccordement, api*ès avoir étudié les plans 
tangents à ces deux surfaces particulières ; la considération des surlaces de 
révolution l'amène à étudier le plan tangent à la sphère et le plan tangent 
au tore ; un autre chapitre est consacré à l'étude du plan tangent aux surfaces 
du second degré ; enin eette théorie des surfaces tangentes l'amène à l'étude 
du plan tangent à plusieurs sur&ces, puis à l'étude des surfaces enTeloppes 
et des surfiices canaux. 

L'ouvrage se termine •— pour la partie que nous avons à étudier — par 
l'étude très détaillée des intersections de surfaces commençant d'abord par 
les sections planes. Nous devons signaler principalement le chapitre où l'auteur 
traite d'une manière générale de l'intersection de deux surfaces, et des ques* 
lions qu'entraîne cette étude. 

Nous avons laissé de côté, pour la signaler maintenant, une étude qui se 
trouve distribuée dans l'ouvrage, de la théorie des ombres propres et des 
ombres portées dans les différents cas qui se présentent dans la pnitique et qui 
se ramènent aux questions de plans tangents et d'intersections de surfaces; 
en outro, louleur aborde, toutes les fois que l'occasion s'en présente, les 
applications aux arts des problèmes de Géométrie descriptive. 

Ce résumé très rapide des divers points abordés par M. Breitbof dans son 
Traité de Géométrie descriptive suffira, nous l'espérons du moins, pour mon' 
Irer l'intérêt que présente cet excellent ouvrage; il se rapproche beaucoup 
ile nos programmes français, et nen est que plus utile à consulter pour ceux 
qui veulent apprendre véritablement la Géométrie descriptive, et nous croyons 
en particulier qu'il sera fort intéressant pour les professeurs appelés à ensei- 
gner cette science. 

A. M. 



Le Rédacteur-*Gérant, 
J. KŒHLER. 
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LE CINQUIEME LIVRE 

Par H. IjauTernay» professeur au Collège Rollin. 



LEÇON I 

DROITES ET PLAlfS PARALLÈLES 

On appelle plan la surface engendrée par une droite assu* 
jettie à passer par un point fixe et à rencontrer constam- 
ment uoe droite fixe, extérieure à ce point (*). 

La droite mobile s'appelle génératrice; la droite fixe^ 
directrice. 

Théorème I. — Deux plans P, Q ^t ont une droite 
commune AB et un point com- 
mun Oy extérieur àcettedroite^ 
c&inddent (fig. 1). 

En effet, soit M un point 
quelconque de P; la géné- 
ratrice de P passe, à un 
certain moment par M, et 
rencontre AB en un point D. 

D'autre part, la généra- 
trice de Q occupe aussi à 
un certain moment la po- 
sition OD, et les génératri- 
ces ayant deux points com- 
muns et D coïncident. 

Ainsi le point M appartient au second plan Q. 

Corollaire I. — Trois points non en ligne droite détermù- 
nent un plan et un seul. 

Corollaire II. — Deux droites qui se coupent déterminent 
un plan et un seul. 




(*) Cette définition, qni possède l'avantage de mettre immédiatement sons 
les yeux l'image de l'objet défini, est en outre conforme aux idées générales 
que Ton donne plus tard sur la génération des surfaces réglées. 

JOURNAL DB MATH. thiu. 1882. A 
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TbéQPèmd II. r- Toute droite qui a deux poinU M, M' 
dans un plan est tout entière dans ce plan (fig. 2). 
Considérons la géaératrioe dam I^s deux positions parli- 

ticulières OM, 
OM' qui rencon- 
trent la direc- 
trice AB en G et 
G'; les deux 
plans OAB, MBA 
ooïncideaty d'a- 
près le théorè- 
me I ; or^ la gi- 
nératriee MO en 
tournant aatear 
4e M QÇQupdfa 
4ans son mour 
yeipenl» 1^ posi- 
tion MDM',p'est- 




Fig. 2. 



à*dire que la droite MM' est tout entière di|ps le plag OAB. 

Théorème III. — L'intersection d^ deucti plans ^t uim 
droite. 

Soient A et B deux points communs à ees plant, U 
droite AB étant tout entière dans chacun d'eux appartient 
à leur intersection ; d'autre part ces deu^ plans ne pouYeat 
ayoir aucun point commun extérieur à ce^e droite, sans 
quoi ils coïncideraient. Donc la droite AB (Constitue à elle 
seule tous les points communs aux deux plans. 

Définition. — peux droites de Vespace sont dites naral- 
lèles, lorsqucy situées dans un même plany elles ne peuvent se 
rencontrer. 

U ^éiuU^ ipmé4iat(9niA9t fin #ettii définition quf i^eux 
droites parallèles déterminent un plan» »% que pai? Qn point 

dpuj^é PQ pçHl m^^PV ^^f> P^rpllèlç à ^ne 4rpîte fimn^Q et 
une seule. 

Théorème IV. — Si deux droites sont parallèles ^ tout plan F 

mi$Hé pa^ F$mê df elles AB ne peut rencontref^ l'autre droite A'B'. 

Appelons Q le plan §.eB di^ux ^FPi^^^ parallèles, AB, A'fi' 



P"«» 
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(fig. S); si A'P', située d^^^ le pl^n Q, rencontrait le pla» P, 
ce point serait com- . 
mnn aux deux plans 
P et Q, par consé- 
quent situé siirleu): 
intersection AB ; 
ainsi A'B' rencon- 
trerait AB, ce qui 
est contradictoire; 
donc le plan P ne 
peut rencontrerA'B; 

Définition. — Une droite A'B' et unplan P qui riont aucun 
point commun sont dits parallèles. 

D'après cette définition, le tbâçrème précédent peut être 
énoncé ainsi: 

Toute droite A'B* parallèle à une droite AB d^un plan est 
parallèle à ce plan. 

Théorème V. — Si une droite A'B' et un plan P sont 
parallèles^ tout plan Q mené par cette droite rencontre le premier 
suivant une droite parallèle 
à la première. 

Pq ^â'e|( ce^ doux droi- 
tes «ont d^ps 1» mèmQ 
pian Q, pt plies ?ie peuvput ^^ 
se rencontrer, puisqijQ la 
droite A'B' n'a aucun point 
commun avec le plan P, 
par suite auicun point com- 
mun avec AB, drojle située 
dans ce plan P, 

Théorème VI. —Vin- 
ter section 4? de deux plans ^.'' | ' 3' 

V et Q parallèles à une b 
droite A'B' est par(illèle à 
celle-ci (fig. 4). 

En effet, le plan mené f «?• <• 

pQr A'B' et le poio(4 com^uu aux dsux pUus B et Q ren? 
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contre le premier plan suivant la droite passant par Â et 
parallèle à A'B', d'après le théorème précédent ; ce même 
plan rencontre donc le deuxième plan Q suivant la même 
droite ; par conséquent, la droite menée par A, parallèlement 
à A'B'9 n'est autre que Tintersection des deux plans P et 
Q, ce qui démontre le théorème. 

Théordme VII. — Par une droite AB on peut mener un 
plan parallèle à uneautre droite quelconque CD et un seul (fig. 5). 

Par un point quelconque A de AB menons ]a parallèle 
AB à CD ; le plan BAE est parallèle à la droite CD et c'est 




le seul ; car s'il existait un second plan passant par AB et 
parallèle à CD, l'intersection AB de ces deux plans serait, 
d'après le théorème précédent, parallèle à CD, ce qui est 
contradictoire, puisque CD est une droite quelconque par 
rapport à AB. 

Théorème VIII. — Deux droites AB, A'B' parallèles aune 
j^ 3 troisième CD sont pa- 

rallèles entre elles (fig. 
6). 

Par la droite AA' 
joignant deux points 
quelconques de AB 
et A'B' menons le plan 
parallèle à la droite 
CD, ce plan contien- 




BL 



D 



Fig. 6. 

dra AB et A'B'; ces deux droites sont donc dans un même 
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plan; d'ailleurs elles ne peuvent se rencontrer puisque 
par un point on ne peut mener qu'une parallèle à une 
droite CD» 

Théorôxne ES. — Deux angles qui ont leurs côtés parât-- 
lèles et de même sens sont égaux et leurs plans ne peuvent se 
rencontrer. 

Menons dans le premier plan une droite quelconque 
AG(fig, 7)y joignons BB' et 
par A et G menons les paral- 
lèles AA', ce* à BB'. La figure 
ABA'B' est un parallélogram- 
me, donc AA' est égale et 
parallèle à BB'; par la même 
raison GC est égale et paral- 
lèle à BB' : donc les deux 
droites A A, GG' égales et 
parallèles à une troisiè m eB' 
sont égales et parallèles; donc 
la figure ACG'A' est un paral- 
lélogramme ; par suite AC, 
A'G' sont égales et paral- 
lèles. De l'égalité de ces deux 
droites résulte celle des 




Fig, 7. 



triangles ABC, A'B'G' comme ayant les trois côtés égaux 
chacun à chacun, donc angle ABC = angle A'B'G'. 

Du parallélisme des deux mêmes droites AC, A'G', résulte 
que la droite quelconque AG du plan du premier angle est 
parallèle au plan du second angle; ces deux plans ne peuvent 
donc avoir aucun point commun. 

Définition. — Deux plans qui n*ont aucun point commun 
sont appelés parallèles. 

Corollaire I. — Deux angles qui ont leurs cdtés parallèles 
sont égaux, ou supplémentaires. 

Corollaire II. — Deux droites parallèles comprises entre 
plans parallèles sont égales. 

Corollaire III. — Deux droites parallèles comprises entre 
une droite et un plan parallèles sont égales. 
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GèroUâlirô TV; -^ t^ irUersecttans de deux plans parai- 
liles par lin trùbiMe ACCA' iôtU parallèles. 

Théorème X. — Par un point donné B, on peut mener 
Un plan parallèle à Un &utre et un seul. 

Pai* le point B menons les parallèles BA, BC à deux 
droites quelconques B'A', B'C qui se coupent dans le plan 
donné; le plan des deux droites BA, BG est parallèle au 
premier, d'après le théorème précédent, et c'est le seul, car 
s'il en existait un second, le plan BCG'B' rencontrerait 
celui-ci suivant une droite BC^ parallèle à B'C, et on aurait 
deux droites BG, BG^ parallèles à B'G', ce qui est contradic- 
toire. 

Théorème XI. — Deux plans Q, Q' parallèles à un troi- 
sième P sont parallèles entre eux (fig. 8). 

Car si par une droite quelconque AB du premier plan, 

on mène un plan 
rencontrant le se- 
cond suivant A'B' 
et le troisième 
suivant GD, les 
deux droites AB, 
A'B' sont parallè- 
les comme paral- 
lèles à une troi- 
sième GD; donc 
AB est parallèle 
au second plan, 
par suite les deux 
plans Q, Q' ne 
peuvent avoir au- 
cun point com- 
mun, c*est-à-(lirc 
Qu'ils sont paral- 
lèles. 

'.1 




fij, s. 



Corollaire. — Si deux plans Q, Q^ sont parallèles, to 
dvbite pamlUk à Q M àU$î paMlléte à Q' du située dans 
œluM. 
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ÉTUDE DES DIFFÉR£I<1TES FIGURES FORMÉES PAR TROIS PLANS DISTINCTS 

L'intersection de trois plans est généralement un point : 
car les deux premiers se coupant suirânt une droite^ oelle- 
ci rencontre généralement le trdii^ibtiie plah éû un {)Oiiit^ 
qui est dond commun aux trois plàiis. 

II peut arriver que cette droite Soit où parallèle àtl troi-- 
sième plan, ou tout entière dans ce troisième plâii ; dans lé 
premier cas, les trois plans so coupent deux à deul lâliiVant 
trois droites parallèles; et danâ le second cas, les trois 
plans passent par une même droite. 

Enfin, si les deux premiers plans sont parallèles, le troi- 
sième plan rencontrera les deux atitres suivant des droites 
parallèles, oii sera parallèle au& deux premiers. 

(A suivre.) 



NOTE SUR LA DIFFÉRENCE 

ENTRE LA MOYENNE ARITHMETIQUE ET LA MOYENNE 
GÉOMÉTRIQUE DE QUANTITÉS POSITIVES 

Pal" M. Bouryet, 



On déduit facilement dé là théorie élémentaire des maxi- 
ma et minima le théorème général suivant: 

Théorème. — La moyenne arithmétique de plitsieu7's quan- 
tités positives^ dont deux au moins sont différentes^ est toujours 
supérieure à leur moyenne géométrique. 

Mais on peut aussi démon trëf diréctemetit ce théol'ème 
et en faire la base d*uiie suite dé théorèmes sui* lés màxi- 
ma et It;s minima. G'66t ce que nous allons montrer dans 
cette note. 

l^ Soient a, b deux quantités positives difTéreutes^ ou a 

ndenlité (^y ^ab^ {^"f. 

le second membre est toujours pbsitif ; donc ( — - — ) est 
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toujours supérieur à ab, donc 

le théorème est doue vrai pour deux quantités. Si a = b, 
l'inégalité se change en égalité. 

S® Supposons le théorème vrai pour n — 1 quantités dont 
deux au moins sont différentes, a^a^ ... an-i » je dis qu'il est 
vrai pour n. 

Posons Sn-1 = a^ -}-«,+ • • • + ^-^ 

et Pn— i = Oi Oj ... fln— i • 

Par hypothèse, nous avons 



mi 



Multiplions les deux membres de cette inégalité par 
Sn -T- Sn-4 = On , il viendra 

(S„_S.._0(|^)""'>Pn. 



Tfc Sfi Su— I 

Posons = X 



n n — I 

nous en déduirons 

Sn Sn— 4 Sn — Sn— < 



nx n — I nx — n+i' 

par suite l'inégalité précédente deviendra 

Sn \" no? — n -}- I 



m' 



> P«. 



Remarquons maintenant que le polynôme 

x» — nx-\- n — I 
s'annule pour ce i= i, il est donc divisible par x — i ; le 
quotient obtenu est aussi divisible par le même facteur; 
on le vérifiera aisément ; donc 

a?»» — (nx — n-}- i) = (a? — i)*[a;«-2 + 20^-» + 3a?»»-* 

4- ... + (» — 2)aî+n — i] 
II résulte de là que, si a; est différent de l'unité, lafractjon 

nx — n -(- I 

est inférieure à l'unité; donc. 



©'>'•• 
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Si a? = i,ce qui peut arriver sans que a^^ a, ... a» — i 
soient égaux entre eux, comme dans l'exemple jsuivant ; 

9 + 7 + 5 + 3 _ 9 + 7 + 5+3 + 6 
4 ~ 5 ' 

nous avons encore la même inégalité, puisque la fraction 

' se réduit a r unité. 

Si donc le théorème est vrai pour n — i quantités posi- 
tives dont deux au moins sont différentes, il est vrai pour 
n quantités. Or il est vrai pour deux, donc il Test pour trois, 
quatre, etc. Donc il est général. 

Les deux moyennes deviennent égales, si les n quantités 
sont égales. 

On peut déduire de là le théorème suivant : 

Théorème. — Sex,y, z... a, p,Y... sont des nombres 
positifs qiLelconques rationnels, tels que les rapports 

X y z 

a p Y 
ne soient pas tous égaux, on a Vinégalité 

f x+y + z ... \ «+/3+7-I-... /£.Y/JLWA.Y 
Va+pH-Y...; UApAy/ "" 

En effet: 1<* les nombres a, p, y... étant rationnels, on peut 
les réduire^au même dénominateur et poser 

p j^ r 

p, q, r..i {X étant entiers. 

ce 
2^ Considérons maintenant p nombres égaux à — ,gnom- 

ce a 
bres égaux à —, r nombres égaux à ... et appliquons- 
leur le théorème précédent, nous aurons 




'^ + ... 



> 



(T-)'(f)'(f)' 



P + g + ^ ... / \a/\p/\Y 

Remplaçons p, q, r ... par leurs valeurs et extrayons 
la racine jx des deux membres nous avons enfin 

JOUa;«AL DEUATH. ÉLÉU. 1882. 4, 



( 
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... Y 
• • • / 



(x)-(fnf) 



G. Q. F. B. 

Dans un autre arlicle nous ferons connaître une série 
d'autres théorèmes s'appuyant encore sur le premier. 

N. B» — Ces théorèmes intéressants sont dus à M. Besso 
{Amuario del A. Instituto Tecnico di Roma 1879). 

(A suivre.) 



>. *»^ i!» V j<fc»«*<Ht. III I* 



CONSTRUCTION DE L'ELLIPSE POINT PAR POINT 

AU MOYEN D^UNE EQUERRE 

PAR LE PROCEDE DE M. DE LONGCHAMPS 

Par M. liau^ernay» professeur au Collège Rollin. 



Soit ÂÂ' le grand axe de Tellipse, B Tune des extrémités 
du petit axe ; joignons AB, élevons AG perpendiculaire sur 




AB jusqu'à sa rencontre avec A'B au point G, enfin de ce 
point G abaissons une perpendiculaire GD sur le grand axe. 
La construction indiquée par M. de Longchamps (*) pour 

(*] Journal de Mathématiques spéciales, t. YI, p. 49. 
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construire une ellipse point par point au moyen d'une équerre 
(les sommets seuls étant connus), est la suivante par le 
point A! on mène une transversale qui rencontre CD au point 
R; ayant joint RA, au point A on élève à RAune perpendi- 
culaire qui rencontre A'R au point M. 

Ce point M est un point de l'ellipse et cette propriété peut 
se démontrer, comme nous allons l'indiquer, élémentaire- 
ment. 

Les triangles semblables, AOB, ACD donnent 

AD _ b 
CD "" a' 
a, 6 désignant comme toujours le grand axe et le petit axe 
de l'ellipse. 

On a aussi, dans les triangles semblables A'CD, A'OB, 

AD _a^ 

CD ~ b 
et de ces deux proportions on déduit 

AD o» ^' 

Abaissons maintenant sur ÂÂ' la perpendiculaire MP, les 
triangles semblables ÂMP, ÂKD donnent 

MP _ AD 

■ ■■»! ■ 7^ ■ ■ ■■■■<■' . 1251 

AP DR ^' 

D'autre part on a, en considérant les triangles semblables 

..«T. .,r,T^ MP RD 

AMP, A'RD TP ~ TD ' ^^^ 

et, par suite, en multipliant (2) et (3) membre à membre, 

"HP* _ AD 
AP . AT ~ AD' 

MP* b* 

et, d'après (1), -jr^-^ = — . 

Si l'on décrit un demi-cercle sur AA' comme diamètre et 
si l'on prolonge MP jusqu'à sa rencontre en M' avec ce cercle, 

on aura MT* = AP . AT, 

MP b 
donc, -j^ = -; 

de cette proposition et d'un théorème connu on déduit que 



— gè- 
le lieu décrit par le point M est l'ellipse dont les axes sont, 
en grandeur el en position, les droites OÂ. et OB. 



QUESTION 354 

Solation, par M. Perribr, élève au Lycée de Lons-le-Saonier. 



Mener parle point P pris dans Vintérieur cf un cercle une corde 
qui soit divisée en moyenne et extrême raison pour le point P. 

Soit CD la corde demandée, AB le diamètre, on doit 
avoir (*). 

PC« = PD . CD =PD(PD + PC) = P'D*+PD.PC. (1) 
Posons PB = m, PA = n, PC = a; 

L'égalité (1) devienl en tenant compte do la relation 

PD . PC = m . n 
ce* — m7ix* — m*n^ = o ; 




d'oîi X = 

2 

on prendra le signe + devant Vs. 
Pour que le problème soit possible, il faut qu'on ait 



<^ . / mn(i 



+ >/5) 



2 

OU m 1— (i + v/i), — (I + V^ ^ n. 

La seconde inégalité devient 

m < -= ou m <, (ys— i) 



n/T^- 



I 



2 



elle contient la première. 
La seule condition de possibilité est donc 

«^'l^(\/5 -I). 

La valeur de x se construit facilement. 

Nota. — Ont résolu la même question : MM. Fiévet, de Lille; Joly, àe 
Tarbes ; Hellot, à Rouen. 

{*) Le lecteur est prié de faire la figure. 
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QUESTION 362 

Solution por MM. Jacqubmet et Yail (École Albert-Ie-Grand, à Arcueil). 



Deux cercles donnés se coupent 'en un point A; mener par le 
point Aune sécante rencontrant les deux cercles en B et G de 
telle manière que Von ait A3 X AC = 1*. 

Soient 0' et les deux cercles donnés et soit CB la sécante 
demandée. 

On a donc CB X AB == IK 

Faisons passer un cercle par A', C et B ; 
on a A'A x AI =r CA . AB. 

A'A X AI = /« ; ou AI = '* 



D'oîi 



A'A 



AI est donc une Iroisième proportionnelle à A'A et /, et est 
déterminée. Mais les an- _ 

gles CIA' et GBA' sont 
égaux comme ayant même 
mesure. Or, si Ton mène 
en A la tangente AT au 
cercle 0, Tangle TAA' 
= Tangle ABA' comme 
ayant même mesure. Par 
suite TAA' = CIA', et CI 
est parallèle à TA. D'où 
l'on déduit la construc- 
tion suivante : on prolon- 
gera A'A d'une longueur 

AI égale à -r^r ♦ P^îs par 

dtx A. 

I on mènera une paral- 
lèle IG à TA tangente en A au cercle 0. On détermine ainsi 
le point G. Joignant CA, on prolongera jusqu'en B, et la 
sécante CB répondra à la question. 

Nota. — Ont résolu la même question : MM. Sauviat, du lycée de Nantes ; 
Verdier, pensionnat de Passy. 
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QUESTION 363 

SJolution par M. Sauvut, élève au Lycée de Nantes. 



On donne une corde AB. Trouver sur te prolongement de cette 
corde un point P tel que si on mène PH tangente au cercle et 
que des points k et Bon abaisse des perpendiculaires AG e^BD 
sur la tangente PH, on ait 

AB X BD = l\ 

Menons IH perpendiculaire sur AP. Les triangles HIP, 
BDP, ACP donnent 

BD BP , AG AP 

et 



IH HP IH HP 

Woihy en multipliant membre à membre et remarquant 
que AP X PB = PH», 

BD X AG = TH« = l\ 
HI étant connu, la construction est immédiate. Il y a 
deux solutions symétriques par rapport au milieu de AB. 



QUESTION 364 

SSolation par M. H. BouacET, au Collège d'Aix. 



On donn-e un demi-cercle AB et les tangentes en ketB; par 
un point fixe P^ pris sur le diamètre AB, on mène une droite 
PQ, qui rencontre la circonférence en Q; et par ce point Çi^ on 
mène à PQ la perpendiculaire MQN rencontrant en M la tan- 
gente AM et en N la tangente BN. Démontrer que le produit 
AM . BN reste constant quand PQ tourne autour du point P. 

Menons PM, PN, AQ et QB. 

Les triangles MAP, PNB sont semblables comme ayant 
leurs côtés opposés respectivement perpendiculaires. 



On a 
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AM PB 



AP NB ' 

d'où AM. BN = AP.BA = constante. 

Nota. — Ont résolu la même question : MM. Fievet, à Lille ; Dupuy, à 
Grenoble; Gino Loria, à Mantoue (Italie); Pigeaud, à Ghâteauroux ; Sauviat, à 
Nantes. 



QUESTION 366 

llk>latioii par M. Gotheneix, élève au Lycée de Tarbes. 



Etant donnés deux cercles et une droite, trouver sur cette 
droite un point P tel que les tangentes menées de ce point aux 
deux cercles soient également inclinées sur la droite. 

Soit G' le cercle symétrique de G par rapport à MN. Par P 
menons PB' tangente à ce cercle. Les angles BPN, NPB' 
sont égaux, par suite APM = NPB\ PB' est donc le prolon- 
gement de AP et la question est ramenée à trouver la tan- 
gente comnaune aux cercles et G' . 

Nota. — Ont résolu la même question : MM. Delcambre, collège Ghaptal ; 
Baron, à Sainte-Barbe ; Yerdler, à Passy; Provost, au Mans; Sauviat, à 
Nantes* 



QUESTION 367 

filolatioli par M, Goyhbneix, élève au Lycée de Tarbes, et par M. W. Hcoyer, 

de Dayton (États-Unis d'Amérique). 



Par le centre d'un cercle et par un point P faire passer un 
cercle tel que la corde commune ait une longueur donnée. 

Soit 0' le cercle demandé. Menons OA, OB, OP, AP. _ 

On connaît les éléments du triangle OAB. Or OBA = OPA. 

Donc pour résoudre le problème il suffit de faire en P, avec 

OP, un angle OPA égal à Tangle OBA. Le cercle circonscrit 

au triangle OAP répond à la question. 

Nota. — Ont résolu la même question: MM. Delcambre, au collège Ghaptal; 
Vail, école Albert-le-Grand, à Arcueil; Fiévet, à Lille; Baron, à Sainte-Barbe; 
Hellot, à Rouen; Sauviat, à Nantes; Provost, aii Mans; Pigeaud, àfihàteau 
roax« 



— 88 — 

QUESTION 18 

Solntion par M. H. Bourgbt, à Aix. 



Si trois nombres entiers ont une somme égale à zéro^ la somme 

de leurs cubes est égale à leur triple produit, et la sommée de 

leurs cinquièmes puissances est divisible par cinq fois leur produit, 

(G. L.) 
Soient A, B, G, les trois nombres donnés. 

1® D'après Thypothèse, on a identiquement ; 

A» + B' — (A + B)« = A» + B3 + G% 

ou, développant (A + B)', 

— 3AB(A + B) = A3 + B» 4- G»; 

mais (A-fB) = — G; 

donc A» + B» + G3 = 3ABG, c. q. f. d. 

2® De même on a : 

A» + B» — (^ + B)» = A« + B» + GS 

ou, développant (A + B)^ et réduisant, 

— 5AB(A3 -f W) — ioA2B«(A + B) = A» + B' + C« ; 

mais — (AS -f B^) = G» — 3ABG et — (A + B) = C j 

donc 5AB(G« — 3ABC) + ioA*B«G = A^ +B* + G» 

ou enfin A« + B* + G» = 5ABG(G» — AB), c. q. f. d. 

Nota.— La même question a été résolue parMM.Puig, à Montpellier; Cha- 
pon, à Châteauroux ; Germain, à Belley, 



BACCALAUREAT ES SCIENCES 



Comment doit-on choisir le coefficient numérique m, i-oui* v/tie la division 
de aj3 + î/3 -}-«' + mocyz par a; + y + a puisse s'effectuer sans reste. Donner 
le quotient de cette division. (Naficy.) 

— On a un polygone régulier ABCD. . . d'un nombre quelconque décotes; on 

X 

partage chaque côté dans un rapport — ; on joint deux à deux les points de 

division. On demande : 1"» de prouver que le polygone ainsi formé est sem- 

oc 
blable au polygone donné; 2" de trouver le rapport — pour lequel l'aire de 

ce polygone est minima . (Baslia,} 



— 89-^ 

— De tous les parallélipipèdes rectangles de môme surface, quel est celui 
de volume maximum? (Ajacdo,) 

— Étant données les distances a, |3, 7 des trois sommets d'un triangle rec- 
tangle au centre du cercle inscrit, trouver la relation qui lie ces trois éléments. 

(Cahors,) 

— Connaissant sin a, calculer cos — a. — Discuter. Appliquer au cas où 

sin a = -5-. (Bordeaux,) 

— Résoudre un triangle connaissant les angles et le périmètre 2j>; appli- 
ealion A = 3o« 23' 20" ; C = 1 28» 47' 3o' ; 

2p = 27063,05. (Toulouse.) 

— Deux corps pesants partent au même instant d'une hauteur h ; le premier, 
sans vitesse initiale, suit un plan faisant avec Thorizon un angle a; le second 
suit un plan incliné d'un angle p et arrive en même temps que le premier ; 
quelle est sa yitesse initiale? (Poitiers,) 

— Résoudre l'équation 

sin a? + sin 2a; 4- sin 3a? = 4 cos — cos x cos — . (Brest,) 

2 2 

— Un particulier prête à une compagnie 10.000 francs à intérêts composés, 
au taux annuel de 5 0/0, sous la condition qu'au bout de 10 ans on commen- 
cera à lui rembourser sa créance, au moyen de dix annuités égales, se succé- 
dant d'année en année, après le payement desquelles la dette se trouvera 
éteinte. Quel est le montant de l'annuité? (Lille.) 

— Connaissant dans un triangle rectangle les deux segments p et 9 déter- 
minés sur l'hypoténuse par la bissectrice de l'angle droit, évaluer par des 
formules aussi simpliGées que possible : 1* les trois côtés du triangle ; 2* la 
hauteur menée du sommet de l'angle droit, la bissectrice de cet angle et la 
tangente trigonométrique de l'angle formé par ces deux droites. (LiUe,) 

— On donne dans un triangle ABC deux côtés 6 et c et la médiane h issue 
du sommet A. Quelles sont les conditions pour que le triangle soit possible? 
calculer le côté c et les angles dans l'hypothèse particulière où 6 = 1 3, c = 3, 
h = 7. (Besançon.) 

— Déterminer les côtés de l'angle droit d'un triangle rectangle, connaissant la 
somme a de ces deux côtés et la différence 6 des segments déterminés sur l'hy- 
poténuse par la hauteur; conditions de possibilité. (Besançon.) 

— 1 . Trouver le maximum de 

3 sin a; + 4 oos a; 

2ax -{- b 

Trouver le maximum de lorsque a et 6 sont des nombres 

a^ -h I 

donnés ; déterminer les valeurs qu'il faut donner à a et 6 pour que le maxi- 
mum soit égal à 4 et le minimum à — i . 

3. Trouver l'angle de deux droites qui rencontrent la ligne de terre en un 
même point. 

4. Résoudre les deux équations 

sin a; sin y = a 

cos a? cos ]/ = 6; 

trouver en particulier tous les angles qui répondent à la question lorsque 

4*4* 
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5. TrouTer toutes les valeurs de l'arc x qui satisfont à l'égalité 

2 tff â? 

I + tg2 a? 

6. On donne un cercle de rayon a, et un point A, à une distance h du 
centre; on demande de mener par le point A une sécante AMN, de telle ma- 

AM 

nière que le rapport ■ soit égal à un rapport donné. Calculer les longueurs 

AM, AN, et l'angle OAM. 

7. On a une sphère de rayon R, traversée par un cylindre de réTolation 

l> 

indéfini, de rayon — , dont l'axepassepar le centredela sphère; on demande 

le volume commun au cylindre et à la sphère. 

8. Trouver l'angle de deux droites dont les projections horizontales se 
coupent et dont les projections verticales sont parallèles. 

9. Trouver l'angle de deux plans qui ont leurs traces horizontales parallèles. 

10. Trouver le rayon de la sphère inscrite dans un tétraèdre régulier dont 
l'arête est a. (Pa¥%s^ mars 488^,) 

— i . Une sphère massive étant donnée, trouver son rayon, 
â. Etudier les variations de l'expression 

x^ — 3x -\- b 

œ* — 705 + 9 ' 
lorsque x varie de — » à -[- oo . 

3. Volume du segment sphérique. 

4. Les trois points ABC sont en ligne droite. Sur AC, AB, BC comme 
diamètres on décrit des demi-circonférences et on fait tourner la figure autour 
de AC comme axe. Le triangle curviligne formé par les trois demi-circon- 
férences Aie, ADB, BEC engendre un volame équivalent au volume du cylin- 
dre qui a pour base le cercle décrit par BI perpendiculaire à AC et pour 

hauteur — AC. 

2 

Établir cette proposition et trouver le maximum du volume engendré par le 
triangle curviligne lorsque le point B varie de position sur AC. 

(Marseille^ mars 488^.) 



CONCOURS 



1. Soit un carré ABCD; par deux sommets opposés A et C de ce carré 
on mène d'un même côté par rapport au plan du carré les droites AK, CL 
perpendiculaires à ce plan. On prend sur AK un point A' dont la distance au 
centre du carré est égale au côté du carré, et sur CL un point C dont La dis- 
tance au point A' est égale au double côté du carré. 1** Démontrer que la 
droite A'C est perpendiculaire au plan ËBÀ'. 2" Former, en appelant a le côté 
du carré, l'expression du volume de chacun des tétraèdres A'ABD, C'CBD et 
C'A'BD. 

2. Soient, sur une droite indéfinie, deux points fixes A et Bj dent la dl> 
tance est de 10 mètres. Deux mobiles parcourent cette droite dans le sdns Afi} 
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et arrivent en même temps, l'an en A avec une vitesse de 3 mètres par seconde, 
Tautre en B avec une vitesse de t; mètres par seconde. Le mouvement du pre- 
mier mobile est uniformément accéléré; sa vitesse s'accroit de 1 mètre par 
seconde; le mouvement du deuxième mobile est uniforme. On demande : l*» dans 
combien de secondes après le passage simultané du premier mobile en A et du 
deuxième en B le premier mobile aura rejoint le second; 2* quelle condition 
doit remplir la vitesse v du deuxième mobile pour que la rencontre ait lieu 
à une distance du point B inférieure à 10 mètres ; 3" à quelle distance du point 
B aura lieu la rencontre, si t; = 4 mètres. 

(Concours général. Seconde^ 4884.) 

— 1 . Mesure du temps ; jour solaire vrai ; jour solaire moyen. 

2. Un tronc de cône est tel que sa hauteur est moyenne proportionnelle, 
entre les diamètres de ses deux bases. On propose : 1* de démontrer qu'on 
peut inscrire une sphère à ce tronc de cône ; 2» la hauteur h étant donnée, de 
déterminer les rayons des deux bases de manière que la surface totale du tronc 
de cône soit équivalente à un cercle de rayon a. — Discussion. 

(Concours général Rhétorique^ 4884.) 

-— Dans un triangle ABC dont l'angle A est connu ainsi que la direction des 
droites AD, AE, qui divisent cet angle en trois parties égales, on donne de 
plus les segments BD, C£ que ces droites déterminent sur la base BC ; calculer 
d'après ces données les éléments du triangle, et construire ce triangle géo- 
métriquement. On examinera en particulier le cas où l'angle A est droit. 

(Concours académique, Bordeaux 487S.) 

— Etant donné un cercle de rayon r et sur le prolongement du diamètre BB' 
un point A dont la distance au centre est d;dece point A on mène une 
sécante AMM' formant un angle a; avec la ligne AO ; soient p et p' les angles 
que les rayons OM, OM' menés aux points d'intersection M et M' forment avec 

1 1 

le diamètre BB'. On demande : !• de calculer tg—p, tg---p' en fonction des 

données r^ d, x et de discuter ces expressions ; 2* de démontrer que le produit 

tg — pxg — p' est constant quel que soit x\ 3* de déterminer le minimum 

2 2 

de la somme (m'± + tg» ^). 

(Concours académique d'Aix 4875,) 

— 1 . Un nombre entier positif A est égal à la puissance n* d'un nombre 
premier p, multipliée par un autre nombre premier ç, et la somme des divi- 
seurs de A, différents et distincts de A, l'unité comprise, est égale au nombre 
A. On demande de démontrer en établissant et en discutant l'identité 

9 + I = p» (p -- 2g) 
que Fun des deux facteurs premiei s est égal à 2, et qu'on aura 

A= 2«(2""»-' -— l). 

2. On donne deux trapèzei ayant leuri côtés parallèles deux à deux dans 
deux plans différents et qui déterminent les bases d'un solide à six faces planes 
dont la hauteur serait égale à la distance des deux bases. On demande l'expres- 
sion du volume de ce solide. On fera voir que le produit des demi-sommes 
des bases par la hauteur diûère de la mesure véritable du solide de ia pyra- 
mide triangulaire de môme hauteur dont 1^ base aurait pour dimeqsioDS la 
diflêre&oe des haateuri et la différence des bases moyennes des deux trat)èzea 
donnéi. (Concoure àGadémiqué, Ckrmohi,l87e,) 
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— 1 . Soient deux cercles de même centre et de rayons r et R. Soit AB 
une tangente fixe au plus petit cercle. D'un point quelconque G du plus grand 
cercle on mène à Tautre deux tangentes qui rencontrent AB aux deux points 
A et B; on joint ces deux points au centre 0. On demande d'exprimer au 
moyen de r, R et de l'angle CAB : 1" l'angle AOB ou son sinus ; 2* la surtace du 
triangle AOB ; S'' le volume engendré par le triangle AOB tournant autour 
de AB. " 

2. En prolongeant les quatre côtés d'un rectangle jusqu'à la i*encontre d'une 
droite donnée, on a obtenu quatre points A, B, €, D. On donne ces quatre 
points et on demande de rétablir la figure, sachant que le rectangle est sem- 
blable à un rectangle donné. (Concours académique, Nancy, 1874.) 

— Calculer les angles d'un quadrilatère circonscriptible au cercle, au 
moyen des côtés AB = a, BC = b, CD = c, DA = d, et du rayon r; les 
côtés étant donnés, trouver les limites entre lesquelles r doit être compris 
pour que le quadrilatère soit possible, et le nombre des solutions correspon- 
dant à chaque valeur de r; signaler les principales propriétés de la figurd 
quand r est le plus grand possible. (Concours académiqw^ Nancy, 4873,) 



QUESTIONS 
A l'usvge des candidats a l'école de saint-cyr 






Trouver trois nombres sachant que la différence entre leurs différences 
est 5, que leur somme est 44, et que leur produit est' igbo. 

— Diviser 26 en -trois parties telles que leurs carrés aient des différences 
égales, et que la somme de leurs carrés soit égale à 3oo. 

— La somme de quatre nombres est 44 ; la somme des produits du premier 

par le second, et du troisième par le quatrième est 25o; en multipliant le 

premier par le troisième, et le second par le quatrième, on a pour la somme 

des produits 284; enfin les produits du premier par le quatrième, et du 

second par le troisième ont pour somme 225. Trouver ces nombres. 

3n — I 

-- Le n* terme d'une progression arithmétique est ; trouver le 

o 

premier terme, la raison et la somme des n premiers termes. 

— Dans une progression arithmétique, les termes de rang p, q, r, sont 
respectivement a, 6, c; démontrer que l'on a 

a[q — r)+ h(r — p) + c[p — ç) = o. 

— Dans une progression géométrique décroissante, dont le premier terme 
est I, on prend le premier terme et ensuite les termes de p en p; soit P la 
somme de la progression ainsi formée ; soit de même Q la somme de la pro- 
gession formée en prenant le premier terme et ensuite les termes de q en q. 
Démontrer l'égalité P? (Q — i )P = Qp (P — i )? . 

— Déterminer les côtés d'un triangle, connaissant la base h, la hauteur h et 
la différence d des deux autres côtés. 

— Déterminer les côtés d'un triangle, connaissant la somme 25 des deux 
côtés, la hauteur h abaissée du sommet sur le troisième côté, et la différence 
2d des segments qu'elle détermine sur ce troisième côté. 
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— Si dans un triangle, sin A, sin B, sin C, sont en progression arithin - 
tique, il en est de même de cotg -^, cotg — , cotg — . 

2 2 2 

— Dans un triangle quelconque, on pose 

35 _j = 2 cos A ; y -i = 2 cos B : 

X y 

démontrer que l'on a 6a? -I = c. 

— Dans un triangle, on pose^ -- a =JiC] prourer que Ton a 
. . . " \ " . . " — A I + n cos B 



iA-\ ) = n cos — ; cotg — 



2 n sin B 

— r est le rayon du cercle inscrit dans un triangle dont les côtés sont 

(iihj C] hyk^l sont les distances de son centre aux sommets du triangle. 

lu * 1» ^^ 2û6c 

Démontrer que 1 on a — - = ; . 

^ r a + b + c 

— r est le rayon du cercle inscrit dans un triangle ABC; Tj, r,, fjsont les 
rayons des cercles inscrits entre ce cercle et les cotés du triangle; démontrer 

la relation v/*V*2 + V^'a^'s + "JrJt = r. 

— Trouver le rapport de la surface d'un triangle à la surface du triangle 
qui a pour sommets les points de rencontre de diacune des bissectrices du 
triangle donné avec le côté opposé. 

— Les cotés d'un triangle sont en progression arithmétique; sa sur&ceest 
à celle du triangle équilatéral de même périmètre dans le rapport de 3 à 5. 
Trouver le rapport des côtés de ce triangle et le plus grand angle. 

— On donne un cercle et un diamètre; trouver sur ce diamètre un point 
M tel que la surface engendrée par la tangente menée du point M au cercle 
tournant autour du diamètre soit équivalent à la surface de la sphère engen- 
drée par le cercle. 

— Dans un trapèze, on donne la surface, les diagonales, et la différence des 
carrés des côtés opposés et Ton demande les côtes et les angles du trapèze. 

— Trouver la condition pour que, a étant une racine de l'équation 

aï* -f iwc -h ç == o, — soit une racine de or* + p'œ -f ç' = o, 

oc 

— Si dans une progression arithmétique le 10* terme est moyen propor- 
tionnel entre le 4* et le 15*, le 12* terme est moyen proportionnel entre le 9* 
et le 16*. 

— Si St, S) ... Sn, sont les sommes des n premiers termes den progres- 
sions arithmétiques dont le premier terme est /, et dont les raisons sont res- 
pectivement I, 2, 3 ... n, ces sommes sont aussi en progression arithméti- 
que et leur somme est — n^ (n -f- i)*. 

4 

— Trouver l'inclinaison d'un plan de longueur /, sachant qu'un mobile 

partant du repos et parcourant ce plan incliné, acquiert une vitesse t; à la 
base du plan. 

~~ Des forces P et Q agissent en un point 0; soit R leur résultante; une 
transversale quelconque rencontre OP en L, OQ en M, et OR en N. Démontrer 
II. P Q R 

— Deux forces P et Q sont teUes que leur résultante R est égale à P. Dé- 
montrer que, si l'on double la force P, la nouvelle résultante sera à angle 
droit sur Q. 
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Cours de Trigonométrie élémentaire, à Vusage det cispirant» au Bacca- 
lauréat es sciences, et des candidats aux écoles du gouvernement, par 
H. Rebière, professeur au lycée Saint-Louis. — Paris, librairie Ger- 
mer-Bailiière. 

Ce cours de Trigonométrie s'adresse principalement aux candidats à l'École 
Saint-Cyr ; aussi l'auteur a-t-il eu soin de bien montrer à ces candidats que 
l'on interroge très fréquemment sur cette partie du programme, comment se 
manient les formules de trigonométrie. — Nous avons eu plaisir à lire la col- 
lection fort intéressante de problèmes qu'il a mise à la suite de chaque 
chapitre et de chaque livre. La plupart de cei questions proviennent d'examens, 
ce qui évidemment engagera les élèves à les faire pour s'exercer aux genres 
de problèmes que Ton peut leur demander dans leurs épreuves ; elles offrent 
en outre un autre avantage: M. Rebière a pris surtout des questions donnant 
lieu à d'intéressantes transformations de formules, ou des résultats simples, 
qui viennent se graver dans la mémoire des élèves studieux. Enfin, cet ouvrage 
vient continuer l'intéressant cours de mathématiques élémentaires que publie 
en ce moment la librairie Germer-Baiilière, et nous sommes certains que nés 
lecteurs tireront un réel avantage de sa lecture. 



QUESTIONS PROPOSÉES 



21, — On donne un cercle de centre 0, un diamfeire AB, 
et les tangentes A, A' aux extrémités de ce diamètre. Une 
tangente variable A" au cercle rencontre A en G, et A' en 
D. Par le point G, on mène une parallèle à A?, parallèle 
qui rencontre le rayon CD en un point I dont on demande 
le lieu géométrique quand A" roule sur le cercle 0. 

(G. L.) 

22. — On partage une droite fixe AB en 4eux parties par 
un point mobile G ; sur chacun des spgmeuts AB, BG on 
construit des triangles équilatérau:«:ASG,G£)^; on demande: 

i^ Le lieu géométrique du milieu du côté DE du triangle 
ÇPE; 
2® Le lieu de son centre de gravité; 
3° Le lieu du point de concours des hauteurs ; 
4** Le lieu du centre du cercle circonscrit ; 
S® De déterminer le point C de façon que la somme daa 



yolumes engendrés par les deux triangles tournant autour 
de AB soit minima. 

23. — Sur une tangente à la sphère 0, on prend deux 
points S et S' t-els que OS — OS' = R. Ces deux points sont 
les sommets de deux cônes circonscrits à la sphère. Déter- 
miner la position des points S et S' de façon que le volume 
compris entre les deux cônes et la sphère soit égal à un 
Tolume donné, 

24. — On donne deux triangles OAB, OGD qui ont un 
angle commun. 1® Mener par les points A et B deux 
parallèles AE, BF qui coupent respectivement OB en E, 
OAen F de façon que EF soit parallèle à CD; déterminer 
comment varie la longueur EF lorsque la direction de CD 
varie. — 2® Le problème étant supposé résolu, on mène 
BD, qui rencontre AE en G, et AC qui rencontre BF en H ; 
démontrer que GH est parallèle à CD ; — 3® démontrer que 
deux parallèles à AB menées par G et D interceptent sur 
les deux côtés connus une droite parallèle à AB. 

25. — Quatre points A, B, C, D, étant situés sur une cir- 
conférence, démontrer que la droite qui joint les milieux des 
arcs opposés AD, BC coupe à angle droit celle qui joint les 
milieux des autres arcs AB, DC. — Voir ce qui arrive si 
trois des points A,B,C,D, se confondent en un seul. 

26. — ' Un quadrilatère étant donné, on propose de cons- 
Iraire un second quadrilatère, dont les côtés soient respec- 
tivement parallèles aux côtés du premier, également distants 
de ceux-ci, et tels que l'aire comprise entre les périmètres 
des deux polygones soit équivalente à un carré donné. 

27. — n étant un nombre entier, démontrer que 

(211 +1)* — 2n — I est divisible par 240 

32n4 _ 8n — 9 — 64 y ^ 

3îHJ + 4on-27 - 64 ^^^♦^ • 

3*H-i + 2#H-2 — 7 ^ 

34n+J +J*«+« — 17 t , 

(Wolstenholme.) 



4jv 
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' 28. — Déterminer x et y, d'après les équations 
x( I + sin* 6 — cos 6) — y sin (i 4- cos 0) = c ( i + cos ô) ; 

y(i -j- cos* 6) — X sin 6 cos 6 = c sin 6, 
ot éliminer entre ces deux équations. (Wolstenholme.) 

29. — Les diagonales 2a et 26 d'un losange sont vues 
sous des angles a et ^ d'un point dont la distance au cen- 
tre est c ; prouver que l'on a 

6« (a* — c*)« tg«a + o* (6* — c*)» tg« 3 = 4a*6«c». 

(Wolstenholme,) 

30. — Trois cercles. A, B, G se touchent deux à deux, et 
une tangente commune à A etB est parallèle aune tangente 
commune à A et G; prouver que si a,b,Cf sont les rayons, 
et p,f , les distances des centres de B et G au diamètre de A 
qui est normal aux deux tangentes parallèles, on a 

pq = 20* = 86c. (Wolstenholme.) 

31 . — Déterminer le minimum du rapport de la somme 
des volumes engendrés par un triangle rectangle tournant 
successivement autour des côtés de Tangle droit, au volume 
engendré en tournant autour de l'hypoténuse, en supposant 
que le périmètre du triangle soit constant, les côtés étant 
variables. (Lauvernay.) 

32. — Démontrer que la condition nécessaire et suffisante 
pour que les deux équations 

oa?" + ^^ + c = o, 
{ab' — ba') oj* + 2 {ac — ca) x + {hc — ch') = o, 
aient une racine commune est que l'une ou l'autre de ces 
équations ait ses racines égales. (Lauvernay.) 



Le Rédacteur-Gérant, 
E. VAZEILLE. 
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LE CINQUIÈME LIVRE 

Par M. Lauvernat, professeur au collège RoUin. 
[Suite, voir p. 73.) 



LEÇON II 

DU QUADRILATÈRE GAUCHE 

Théorème I. — Deux droites quelconques sofit coupées par 
trois plans parallèles en segments proportionnels (fig. 9). 

Soient A, B, C les points de rencontre de la première droite 
avec chacun des trois plans; D, E, F ceux de la seconde droite 




avec ces mêmes plans; menons par A la parallèle AB'C à 
la droite DEF. Les intersections du plan GAC avec les 

JOURNAL UB IL\TH. ÉLÉM. 1882. 5 
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plans parallèles BB'E, CG'F étant parallèles, on a : 

AB _ AF 

BG ~ B'C" 
Or AB' = DE et B'C = EF, comme parallèles comprises 
entre plans parallèles ; donc à Tégalité précédente on peut 

AB DE 
substituer la suivante : ^ = "êF • 

Définition»— On appelle quadrilatère gauche tout quadrila- 
tère ADFG dont les quatre côtés ne sont pas dans un même 
plan. Si Ton remarque que, dans le théorème précédent, le plaa 
BB'E est parallèle aux deux côtés opposés AD, GF du qua- 
drilatère gauche, ce théorème peut s'énoncer ainsi ; 

Tout plan parallèle à deux côtés opposés d'un quadrilatère 
gauche, partage proportionnellement les deux autres côtés. 

Réciproquement. — Toute droite BE qui divise proportion- 
nellement deux côtés opposés d'un quadrilatère gauche, est dans 
un plan parallèle à la fois aux deux autres côtés. 

En effet, par AD menons le plan parallèle à GF, et par GF 
menons le plan parallèle à AD; ces deux plans sont paral- 
lèles entre eux, et si par le point B on mène le plan paral- 
lèle à ceux-ci, il rencontre DF en un point E' tel que 

AB __ DK 
BG ~ E'F ' 

AB DE 

or par hypothèse -^ ~'^ËF 

DE' DE 

et par comparaison « ^.^ ^^^W' 

donc les deux points E, E' coïncident, c'est-à-dire que BE 
est dans un plan parallèle aux deux côtés opposés AD, GF. 

Théorème II. — Si unedroite BE est assujettie à rencontrer 
deux droites fixes ABG, DEF en restant constamment parallèle 
à un plan donné, le lieu du point M de cette droite divisant le 
segment BE dans un rapport constant K, est une droite située 
dans un plan parallèle aux deux droites fixes (fig. 10), 

Soient AD, GF deux positions de la droite mobile et [a, \l 
1^ poiats de ces droites tels que 
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la droite [ajx', qui, d'après la réciproque précédente, est dans 
un plan parallèle aux deux côtés opposé» AC, DF, est le lieu 

de M. 

En effet, BE, étant parallèle à un plan fixe, qui lui-même 

ost parallèle aux 
deux droites AD, 
GF,divise les côtés 
opposés AG, DF en 
segnaents propor- 
tionnels, c'est-à- 
dire que 

BG _ EF 

BA ÊËT* 

Soit H le point 
de rencontre des 
droites B|x, GD ; 
d'aprèslethéorème 
<les transversales 
on a 

y.DH.BC _ 

DfA.CH.BA "" ^' 

relation qui peut 

être remplacée par 

la suivante : 

Cf^' . DE . EF 

V.GH.ED ""^ c 

d'après les égalités 

précédentes ; donc ^*^' '^• 

les trois points (jl', E, H sonten ligne droite ; les deux droites 

%, E[a' étant dans un même plan, les deux autres droite» 

mt-\ BE de ce plan se rencontrent en un point M, et qui est 

tel que 

BM Afi. ^ 

ME |xD 
Donc le lieu de M est la droite [*[*', 
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Corollaire I, — Si une première droite {j.\t: partage pro- 
portionnellement deux côtés opposés d'un quadrilatère y gauche et 
(fu'une seconde droite BE partage aussi proportionnellement les 
deux autres côtés opposés, ces deux droites sont dans un même 
plan et chacune d'elles est partagée par l'autre en deux segments 
proportionnels aux segments des côtés qu'elle ne rencontre pas. 

Corollaire II. — Dans tout quadrilatère gauche ^ les trois 
droites joignant les points milieux des côtés opposés et les milieux 
des deux diagonales concourent en un point qui est le milieu dz 
chacune d'elles. 

LEÇON III 

DROITES ET PLANS PERPENDICULAIRES 

Définition. — Imaginons deux droites M, N dans l'es- 
pace, et sur chacune d'elles une direction adoptée comme 
direction positive ; si par un point arbitrairement choisi dans 
l'espace on mené à ces deux directions deux demi-droites 
parallèles OM'-, ON', on peut rabattre la demi-droite OM' sur 
ON' par deux rotations, et ces rotations sont mesurées par 
deux angles dont la somme est égale à 4 droits. L'un d'eux 
a est donc plus petit que deux droits, et c'est cet angle a, 
unique et bien déterminé, qu'on nomme l'angle des deux di- 
rections données. On a vu, en effet, que tous les angles M'ON' 
qu'on pouvait ainsi former étaient égaux. Si a est égal à 
zéro ou à tu, les deux droites sont parallèles; parallèles et 
de même direction si a = o; parallèles et de directions op- 

7C 

posées si a= ?:; enfin si a == - — , les directions données 

sont dites ^rectangulaires. 

On nomme faisceau de plans la ligure formée par plusieurs 
plàas passant par une même droite, qu'on appelle axe du 
faisceau. 

Lemme. — Si Von fait tourner un faisceau autour de Vaxe 
de façon que l'un des plans se superpose à son prolongement, cha- 
cun des autres plans se superposera à son prolongement. 

Il suffit de démontrer cette proposition pour un faisceau de 
deux plans P et Q (fig. H). 
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Menons dans chacun de ces plans OA, OB perpendicu- 
laires à l'axe OS, et soitM le plan de ces deux droites; fai- 
sons tourner le faisceau 
autour de Taxe OS de façon 
que la portion de plan SOA 
Tienne sur son prolonge- 
ment; la droite OA, située 
dans le plan P et perpendi- 
culaire à OS, coïncidera avec 
OA' perpendiculaire à OS, 
c'est-à-dire avec son pro- 
longement, et OB avec OB'; 
car si la portion SOB du 
plan Q ne venait pas sur 
son prolongement, elle vien- 
drait en SOBi tel que Tangle 
BOB^ égale deux droits, 
puisque cet angle est dans 
les mêmes conditions que 
Tangle AOA' qui vaut deux 
droits, .et on aurait deux 
droites OB^, OB', prolon- 
gements de la même droite 
OB, ce qui est impossible. Fig, h. 

Théorème I . — Le lieu des perpendiculaires menées d^un 
point d'une droite OS sur cette droite est un plan (fig. 12). 

Par la droite OS menons deux plans quelconques, et dans 
chacun d'eux élevons les perpendiculaires AOA', BOB' sur OS; 
soit Pie plan de ces deux perpendiculaires. Par OS menons 
arbitrairement un troisième plan Q, qui rencontre le plan P 
suivant la droite GOC ; dans le plan Q il existe une seule 
droite perpendiculaire à OS et passant par 0, qui est COC. 

En efiFet, faisons tourner le faisceau des trois plans, pas- 
sant par OS, jusqu'à ce que la portion SOA du premier plan 
s'applique sur son prolongement; la droite OA de ce plan 
viendra sur son prolongement OA'; de même OB coïncidera 
avec OB' ; par conséquent, après la rotation, le plan P des 
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deux droites OA, OB est superposé à lui-même; donc la 
droiter OC située dans le plan P sera encore dans ce plan, 
et comme elle est en même temps sur le prolongement du 
plan Q, elle coïncidera avec OC ; or OC est le prolonge- 
ment de OC; par suite, les angles adjacents SOC, SOC coïn- 
cidents sont égaux, et leurs côtés non communs étant en 
ligne droite, SO est perpendiculaire sur COC. 



A^lpc: 




Fig. 42. 

D'autre paît, toute droite OD, extérieure au plan P, ne 
peut être perpendiculaire à SO, car le plan SOD rencontrant 
le plan P suivant une droite OG perpendiculaire à SO, on 
aurait dans un même plan SOD deux perpendiculaires 
passant par le point sur une même droite OS. Donc le 
plan P constitue à lui seul le lieu de toutes les perpendi- 
culaires menées par sur la droite OS, 

Ctorollalre I, — Toute droite OS perpendiculaire à deux 
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droites OA, OB d*un plan est perpendiculaire à une droite quel^ 
conque EF de ce plan. 

Car, si par le point on mène là parallèle OC à BF, 
cette droite située dans le plan P est perpendiculaire à SO. 

Définition. — Une droite et un plan sont dits perpendicu- 
lairesj lorsque cette droite est perpendiculaire à toutes les 
droites de ce plan . 

Corollaire II. — Par un point d*une droite on peut mener 
un plan perpendiculaire à celle-ci et un seul. 

Corollaire III. — Le lieu des points équidistants des 
extrémités d'une droite est le plan élevé perpendiculairement 
à cette droite par son milieu, 

Théorènie II. — Le lieu des perpendiculaires menées iun 
point E extérieur à une droite Sfi^ sur cette droite est un plan. 

Menons par le point de la droite SO le plan P jperpen- 
diculaire à celle-ci, et transportons cette figure de manière 
que la droite SO coïncide avec la direction Sfi^ et faisons- 
la glisser, SO restant en coïncidence avec Sfi^, jusqu'à ce 
que le plan P passe par le point E ; ce plan occupe alors 
une position P^ qui est perpendiculaire à la droite Sfi^; 
d'après le corollaire I, toute droite EF menée dans ce plan 
Pi est perpendiculaire à S^O^ ; d'autre part toute droite ED 
extérieure à ce plan est oblique par rapport à SiO^: car sa 
parallèle O^Di, qui est également intérieure à ce plan, est 
oblique par rapport à S^Oi. Donc ce plan P^ constitue à 
lui seul le lieu de toutes les perpendiculaires que Ton peut 
mener par le point E sur S^Oi. 

Corollaire I. — Par un point E, extérieur à une droite, on 
peut mener un plan perpendiculaire à cette -droite et un seul. 

Corollaire II. — Deux plans perpendiculaires à une même 
droite sont parallèles et réciproquement. 

Corollaire III. — Toute droite OS perpendiculaire à deux 
droites quelconques ÈF, EG qui se coupent dans un plan est 
perpendiculaire à ce plan (*). 

(*)Pour abréger ce travail, nous omettrons les démonstrations de quelques 
propositions très simples et auxquelles ne touche p&s particulièrement l'expo- 
sition que nous faisons ici des théorèmes du V livre. 
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Si les deux droites étaient parallèles, la propriété précé- 
dente n'aurait généralement pas lieu. 

Il résulte de ce corollaire que pour démontrer la perpeii- 
dicularité entre une droite et un plan, il suffit d'établir que 
la droite est perpendiculaire à deux droites qui se coupent 
situées dans ce plan, ou encore qu'elle est perpendiculaire 
à une droite quelconque de ce plan. 





Fig. 43. 

Théorème III. — Par un point donné 0^ o)i peut mener 




Fig. u. 

une droite perpendiculaire à un phnF, et une seule (ûs ^3 
et 14). ^ ^ 
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Comme précédemment, construisons le plan P perpendi- 
culaire à la droite SO; transportons cette figure de façon 
que les deux plans P et P, coïncident, et faisons glisser P 
sur P, jusqu'à ce que SQ passe par le point Oj ; cette droite 
SO occupe alors une position Sfi^ perpendiculaire au plan 
Pi et c'est la seule; car s'il en existait une seconde OjS', le 
plan Q de ces deux droites rencontrerait P| suivant une 
droite DE, à laquelle on pourrait mener dans ce même plan 
Q d'un même point Oj deux perpendiculaires ce qui est 
impossible. 

Définition. — Toute droite non perpendiculaire et non 
parallèle à un plan est dite oblique à ce plan. 

Théorème IV. — Le lieu des points équidistants de trois 
autres est une droite perpendiculaire au plan de ces trois points. 

Soit le point du plan P des trois points A, B, C (fig. iS) 
également distant de ceux-ci; 
par élevons la perpendicu- 
laire OS au plan P ; tout point 
S de cette droite appartient au 
lieu, car les triangles rectangles 
SOA, SOB, SOC sont égaux, 
comme ayant les côtés de l'an- 
gle droit égaux; donc SA = SB 
= SG. D'ailleurs tout point M 
extérieur à cette droite ne peut 
faire partie du lieu, car si l'on 
avait 

MA = MB = MG, 
le plan MOS serait à la fois 
perpendiculaire sur les trois 
droites AB, BC, GA et en leurs milieux (corollaire III du théo- 
rème I), ce qui est impossible. 

Théorème V. — Si Von a trois obliques égales SA, SB, SG 
s'écarlant également d'une droite SO, la droite SO est perpen- 
diculaire au plan ABC. 

SoitO le point de rencontre du plan ABG avec SO, les Irois 
triangles OSA, OSB, OSG, ayant un angle égal (savoir les 
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angles en S) compris entre un côté commun SO et les côtés 
éganx SA, SB, SG par hypothèse, sont égaux ; donc 

OA = OB = OC. 

Les deux points S et étant également distants des trois 
points A, B, G, la droite qui les joint est le lieu des points 
également distants de A, B et G; donc, d'après le théorème 
précédent, celte droite SO est perpendiculaire au plan des 
trois points A, B, G. 

Coi^ollair6c -r- Le lieu des points d'un plan situés à égale 
distance Sun point S est une circonférence ayant pour centre k 
pied de la perpendiculaire abaissée de ce point sur le plan. 

THÉORÈME DIS THOIS PERPENDICULAIRES 

Théorème VI. — <St du pied delà perpendiculaire à un 
plan l^y on abaisse lapei^pendiculaireOk sur une droite quektmr 
que AB du plan toute droite joignant le pied A de cette seconde 
pei*pendiculaire à un point S de la première est perpendiculaire 
sur la droite h3 du plan (fig. 16). 
En effet, la droite AB, étant située dans le plan P per- 
^ pendiculaire à SO, est 

perpendiculaire sur SO 
et sur OA par hypo- 
thèse, par suite au plan 
SOA de ces deux droites 
et par conséquent sur 
la droite AS de ce plan. 

CoroUair0. — - Si 

d*un point S extérieur à 
un plaUi on abaisse la 
per^pendiculaire SA sur 
une droite quelconque AB 
de ce plan, la droite qui joint le pied A au piedO de la perpendicu- 
laire abaissée deS sur le plan est perpendiculaire sur la droite 
AB du plan. 

Théorème VII. — Si une droite est perpendiculaire a un 
plan, toute parallèle h à ce plan est perpendiculaire à la droite^ et 
RÉciPROQUEaiENT tùutt p^'pcnàiculaire à cette étoile est parallèle 
au plan. 




Fig. 46. 
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Par le pied de la perpendiculaire OS au plan, menons 
Ja parallèle OC à la droite L; cette droite OC est située dans 
le plan, puisque celui-ci est parallèle à L ; donc OC étant 
perpendiculaire sur OS, sa parallèle L est aussi perpendi- 
culaire sur OS. Réciproquement, soit la droite .L perpendi- 
culaire à OS; menons le plan passant par L et le pied 0, il 
coupe le premier suivant une droite OC perpendiculaire à 
OS; donc les deux droites L et OC, situées dans un môme 
plan différent du premier et perpendiculaires siir la mémo 
droite OS sont parallèles ; donc L est parallèle au premier 
plan. 

Théorôme VIII. — Si une droite est peifendiculairc à un 
plariy toute parallèle à cette droite est perpendiculaire au plaui 
et récipaoquemënt deux droites perpendiculaires à un même 
plan sont parallèles. 

Soit OS perpendiculaire au plan P, par conséquent U tiûd 
droite quelcon- 
que EF de ce plan 
f/îj. 47)y sa paral- 
lèle O'S' est aussi 
perpendiculaire à 
EF, par consé- 
quent au plan V. 

Réciproque- 
ment, les deux 
droites OS, .O'S' 
perpendiculaires 
au même plan P 




Fig. ^7. 



sont parallèles: car s*il en était autrement, §oît CT k pantl- 
lèle à OS, d'après le théorème direct, OU serait p^ôfpèndfî- 
culaire au plan P, et on aurait au point 0' détfi p^rpt*»- 
diculaires O'S', O'T à un même plan P, eecpii' eét ittfj^osMble. 

(A suivre.) 
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NOTE 

SUK LA RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS SYMETRIQUES 
Par M. P. Barrtea, professeur au Lycée do Mont-de-Marsan. 



\ 



On sait que, si Ton désigne par Si, Sj, Sj ... les sommes 
des puissances semblables des racines de Téquation 

X* -{■ px -{-q =0, 
on a Si = — p 

S, = /}* — 2g 

S, = p* — 4p«ç + 29* 

S,=r. — p^ + 5p'q — 5pq\ 
I)ans ses Queslions d'algèbre M. Desboves a appliqué ces 
formules à la résolution des systèmes de la forme 

œ -j-y = a 

x^ -{- p^ z=:b 

Nous nous proposons d'étendre cette méthode à des cas 
autres que cieux traités dans cet excellent ouvrage, et de 
montrer par quelques exemples l'emploi qu'on en peut faire 
pour la résolution des équations symétriques. 

M. Lauvernay, dans son Traité (Talgèbrey a bien indiqué, 
d'une manière générale, la solution d'un système de deux 
équations symétriques dont Tune donne S^ et l'autre Sm; 
il a prouvé qu'on pouvait traiter élémentairement la ques- 
tion, dans le cas où m ne dépasse pas 5. Nous nous propo- 
sons en outre de montrer comment on peut arriver à résoudre 
des systèmes de trois équations symétriques au moyen de 
cette méthode. 

I. — Résoudre te système 

x + y = a 

x« -f mx»y +mxy » + y» = b 
(Vacquant, Leçons d'Algèbre, p. 330)* 
Le système peut s'écrire 

x-\-y = a 

^^ + J/' + ^^y (^ +y) = b 
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Il est évident que x et y peuvent-être considérés comme 
racines de Téquation 

^ X' + pX + q = o, (1) 

à la condiiion de déterminer p et 7 de telle sorte que ces 
racines satisfassent aux relations 

Si=a (2) 

S3 + mqS^ = b (3) 

On aura donc, pour déterminer p et q, les relations 

— p=a (4) 

— p' + 3pq — mpq = b (5) 

L'équation (4) donne 

p = -a (6) 

et en portant cette valeur dans Téquation (5) on a 

a^ — 3aq -\- maq = b ; 

^ ^^ 9 = -770 — rr- rï) 

a{6 — m) 

On a donc pour déterminer x et y Téquation 

a» — 6 

a(3 — m) 
!!• — Résoudre le système 

X + y = mz 
x« + y* = nz* 

(Bacalauréat es sciences. Montpellier 1880,) 
En considérant a; et ?/ comme racines de Téquation 

X«+pX + g=o, (1) 

on a, pour déterminer p, q et z, les trois relations 

— p z= mz 
• p* — 2ç = n^* 
— p'^ + Bpqf = a' — .3''. 
Les deux premières donnent 

p = - mjî, (2) 

m*z* — 2ç =: nj5*, 

,, , ( m« — n) 3?» . 

d ou g = , (o) 

^ 2 

et. en portant ces valeurs dans la troisième, on a 

3?M(m« — n) 
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d*oii (2 4" 3wn — m^)z^ = 2a^. (4) 

z étant fourni par cette équation, on aurai a; et J/ par l'é- 

quation X* — mzX + -^^ ■- — = o. 

III. — Trouver les trois côtés fVun triangle rectangle connaissant 
son périmètre 2p, et sachant que la somme des surfaces efigen- 
dréespar les dmœ côtés de l'angle droit en tournant autour de 
rhypoténuse est équivalente à Vaire d'un cercle de rayon a. 

(Bos, Éléments d'Algèbre, p. 342.) 

Les équations du problème sont 

^y {^ + y) = «'^ 

X -\- y -^ z = 2p 

(T* 4- î/« = z^ 

En considérant x e^iy comme racines de Téquation : 

X* + PX + Q = o, (1) 

nous aurons pour déterminer P, Q et s les relations 

-- PQ = a'z (2) 

— F + J3 = 2p (3) 

P* — 2Q = ^'^ (4) 

L'équation (3) donne 

P = 3 — 2p. (5) 

Cette valeur portée dans Téquation (4) donne * 

(z — 2pY — 2Q = 55% 

d*où Q ^ (^ — ^P)' — ^\ — ap (p _ -2). (6) 

Enfin en portant ces valeurs de P et Q dans réquation (2) 
on a, pour déterminer z^ 

2p (2p — jï) (p — 3) = O^iS, 

d^oîi 2p:3« — (6p^ + a«) ;î + 4p» = o; (7) 

z étant ainsi déterminé par l'équation (7), on aura, pour dé- 
terminer X et j/, réquation 

X« 4- (s — 2p)X 4" 2p(p — z) =0, 

IV» — Résoudre le système 

X 4-y + z = 7 

^* + y'- 4-z*= 21 

xy 4- xz 4- yz = — 2 

(Lauvernay, Algèbre^ p. 217.) 
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X 

En considérant J/ et jï comme les racines de Téquation 

U« + pU 4- 7 = G, 
les coefficients p et g devront i^tisfaire aux équations 

X — p= 7, 

X« -[- p« — 2} == 21, 

po; + 9 = 2. 
En éliminant p etqf entre ces trois équations, nous déter- 
minerons x; or nous éliminons immédiatement q en dou- 
blant la troisième équation et rajoutant à la seconde; nous 
ayons ainsi (x -|- p)* = 25, 

(Voîi pa? + j? = db 5; 

d'autre part x — p =7. 

Donc nous avons les deux systèmes de valeurs 

a; = 6, p == — i; 
ce = I, p == — 6. 

Nous en tirons toujours 

g = «. 

Donc 2/ et js seront les racines de Tune ou l'autre des 
équations U» — U + 8 = o, 

U« — 6U + 8 = G. 

La première donne des valeurs imaginaires pour y et 3; 
la seconde donne les valeurs 4 et 2, qui seules soûl accep- 

tables. 
V. — Éliminer x entre 

smx + c<>sx = m, (1) 

sm^ X -f- cos' X = n. (2) 

Nous joindrons à ces deux relations la relation 

sin* X + cos* X =. i, (3) 

Gela étant, si Ton considère sin ce et cos x comme racines 
de réquation X* + pX + g = o, (4) 

on aura, entre p, ç, m, n, les trois relations 

— p = w 

p« — 2(g Sii I 

— jD^ -f ^Pî = ** 
Les deux premières donnent 

p = i — w» 

W* T 
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et, en portant ces valeurs dans la troisième, oh a 

3m(m' — I ) 
m^ ^^ L. = n ; 

'2 

d'oîi m' — 3m + 2n = o. 

C'est la relation demandée. 

Ces exemples suffiront à bien faire comprendre la méthode. 
Elle consiste dans la substitution des inconnues p et g aux 
inconnues œ et y. Son principal avantage réside dans 
rabaissement immédiat du degré par rapport à y, ce qui 
simplifie notablement les équations et permet d'éviter les 
artifices de calcul exigés par la méthode ordinaire. 



QUESTION 2 

^olntion par M. L. Germain, élève au Collège ecclésiastique de Bellev. 



Démontrer que le polynôme 

A = nx n+1 — (i + np) x» + (p — i) x^-i 
+ (p — x"-2 + . . . + (p _ ,) X + p 
est exactement divisible par x* r- (p + ^ "f" P» 

(G. de Longchamps.) 

Je remarque d'abord que le polynôme donné peut se 
mettre sous forme finie. En effet, on peut écrire 

A = {noc:^^^ — (i -\- np) a^ -{- {p — i ) a; (a?"-« + ^""^ 

+ ..• + + p. (1) 

Or (x"-2 _[- x^i-'i -|- . . . -|- i) n'étant autre chose que le 
quotient de x*>-' — i par x — i, l'égalité ci-dessus devient 

A = wcc'H-i — (i -|- np) x^ + (p — ^ (-i^'(^) 

*.Xy ' I 

Je remarque, en second lieu, que le diviseur donné 
x'^ — (p + I ) ^ + P ©st le produit de {x — p) par (x — i), 
p et I étant les racines du trinôme x^ — (P + i) ^ + P 
égalé à zéro. 

Ceci posé, le polynôme A, mis sous la forme (2), est 
divisible par x — p, puisqu'il s'annule pour a; = p. Rempla 
rant en effet x par p, on a 
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ou A = np"+^ — np'>+^ — p" + p** — p + p = o. 

Le polynôme A, mis soas la forme (1), est divisible par 

X — I, puisqu'il s'annule pour a; =1. 

Remplaçant en effet x par i . on a 

A = n — I — np- -f- (p — i) (n — i) + p = o. 

Le polynôme A, étant divisible par x — petoc — i,esL 

divisible par leur produit (x — p) (x — i), c'est-à-dire 

par le trinôme x* — (P + ^ 4" P • 

c. q. f. d. 

Nota. — La même question a été résolue par MM. Bourget, à Aix; Masse - 
rand, k Passy ; Blesse!, à Paris ; Godefroy, à Lyon ; Eu verte, au lycée Louis- 
Mrand, à Paris ; Berthelot, à Chàteauroux. 



QUESTION 4 

ftolation {Mr M. Sarrazin, à l'Institution Sainte-Marie, à Besançon 



Démonti^er que si l'équation 

X* + px ■*}- î = o 
(i sefi racines réelles, Véqualion 

x« + px + q + (x + a)(2X + p) = o 

fl aussi ses racines réelles, quel que soit a. 

L'équation .x' -j- pa? -f- g = o 

donne x = P — V P — ' 4? , 

2 

Puisque les racines de cette équation sont réelles, on a 

p« > 49, (m) 

L'équation 

.T^ -f- px + 9 + (iï? + a)(2aî -f- p) 

donne ^ ^ - (p + «) ± /p' - «P + «' - 3j_ 

3 
équation qui donnera pour x des valeurs réelles si 

p* — ap -\- a'^ — Zq> o. (w) 

De l'inégalité (m) on tire pour valeur maximum de q 



m 

q=-i-^, valeur essentiellement positive ; si donc, en rem- 
4 

plaçant q par -^^-— dans l'inégalité (n), cette inégalité est 

4 
satisfaite, il sera a fortiori vrai de dire, quelle que soit 

d'ailleurs la valeur de g, que 

pi — ap -\-a^ — Sg > o, 

c'est-à-dire que Téquation proposée a ses valeurs réelles. 

En remplaçant q par '^— dans Tinégalité (n) elle devient 

4 
p* — 4a/) + 4a* > o 

ou (p — 2aY >o, 

inégalité qui est toujours satisfaite, puisqu'un carré est 

toujours positif. 

Par suite l'inégalité 

p* — ap -{- a^ — 3g > o 

est toujours satisfaite; donc l'équation proposée ases racines 

réelles, quelle que soit la valeur de a. 

Nota. — La même question a été résolue par MM. Millischer (Institution 
Sainte-Marie), à Besançon ; Puig, à Montpellier; Savey, à Belley.; Godefroy, à 
Lyon ; Bourget à Aix; Fiévet à Lille ; Euverte, au lycée Louis-le-Grand. à 
Paris; Vazon, au collège Rollin. 



QUESTION 9 

Violation par M. Puig, élève au Lycée de Montpellier. 



Construire géométriquement un triangle dont on connaît la 
base, la hauteur, et sachant que Vun des angles à la hase est 
double de l'autre. 

Supposons] le problème résolu, et soit ABC le triangle 
dont on connaît la base BC, la hauteur AH, et dont l'angle 
ACB est double de l'angle ABC. 

Le sommet A du triangle est situé sur une parallèle MN 
à B.G/ menée à une distance AH; l'angle NAG est égal au 
double de l'angle MAB; donc le problème est ramené au 
problème connu suivant : 
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Étant donnés une dmieMN et deux points BC dw même côté, 
trouver sur cette droite un point A tel que V angle NAG soit le 
double de V angle MAB. 

Pour cela, on prend le point B' symétrique du point B 
par rapport à MN; et de ce point comme centre, avec BK 




comme rayon, on décrit une circonférence à laquelle on 
mène une tangente par le point G ; le point A où elle coupe 
MN est le point qui répond à la question. 

Donc en joignant les points B et G au point A on a le 
triangle ABC. 

Par le point G on peut mener une autre tangente qui 
coupe MN au point I; le point I répond aussi à la question 
proposée dans le problème auxiliaire, mais ne répond pas 
à la condition exigée par le triangle. 

Il n'y a donc qu'une solution. 

Nota. — La même question a été résolue par M. Deville. à Lorient. 



QUESTION 16 

Solution par M. H. Bourget, à Aix. 



On considère un cercle D ; soient AB un diamètre, AG la tan- 
gente au point A; par le centre de D, on mène une infinité 
de cercles A tangents à AG; soit M un des points communs à 



— 116 — 

D et A ; la tangente en M au cercle D rencontre A en un point I 

dont on demande le lieu géométrique, (G. L.) 

Tirons 01; cette ligae passe évidemment au jjoint 0', 

puisque le triangle OIM 
est rectangle ; des points 
en et I abaissons sur AC 
des perpendiculaires; soit 
C le pied de la perpen- 
diculaire abaissée du 
point 0'. Menons OC et 
prolongeons cette ligne 
jusqu'en F à la rencontre 
de la perpendiculaire 
abaissée du point I. 

Il est aisé de voir que 
les triangles 0(rC, OIE 
sont semblables : or 

OC = 00'; 
donc 01 z= El = 2OQ'. 
Par suite le lieu géo- 
métrique du point I est 
une parabole ayant pour 

dir^oiôfie .oinie parallèle à AG menée par E et pour foyer le 

point 0. 
On voit que le sommet est en A et que le demi-paramètre 

F0=2A0. 

Remarques. — 1® Le lieu du centre 0' est une parabole con- 
focale à la première. 

^ Si, au lieu de M, on avait pris M', le second point d*inler- 
section, le lieu eût été la même parabole. 

Nota. — La mAme question a été résolue par MM. Finat, à Moulins; Oei^ 
main, à Belley; R. et P. Godefroy, à Lyon; Pujg, à Montpellier; Pigeaud. à 
Châteauroux ; Quintard, à Arbois, 
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DIPLOME D'ÉTUDES DES REALSGHÛLEN 



1. La somme des termes d'une proportion continue est 39; la somme 
de leui-s carrés est 741 . Quelle est la proportion ? 

2. De quel point de l'hypoténuse d'un triangle rectangle faut-il abaisser des 
perpendiculaires sur les deux autres côtés pour que le rectangle ainsi formé 
donne, en tournant autour d'un des côtés du triangle, le cylindre du plus 
grand volume possible? 

3. Dans une ellipse a- = 36^; deux diamètres conjugués se rencontrent 
^us un angle de i20». Quels angles forment-ils avec le grand axe? 

4. Quelle est l'inclinaison d'un plan, si une sphère met quatre fois plus de 
temps à le parcourir qu'elle n'en mettrait à tomber de sa hauteur hl 

(Berlin, 4876,) 
— 1. Partager le nombre 23 en trois parties, de telle façon que 3 fois la 
première, 8 fois la deuxième et 1 1 fois la troisième fassent une somme égale 
à 200. 

2. Circonscrire à un cône droit ayant le rayon r, et la hauteur /i,'un autre 
cône, de telle façon que le sommet du premier soit le ceOftre de la base du 
deuxième, la base du premier une section circulaire du deuxième, et je volume 
du second un minimum. Quel est ce volume? ; 

3. Une pyramide régulière à base hexagonale a un volume v =? 2400; l'arête 
latérale « = 22; calculer la hauteur et l'arête de base. 

4. Résoudre le système 

.'C + î/ = 9u 

: . iC^-f î/^= 82M 

a^-f î/'= 378M 

5. Trouver le centre de gravité d'un segment de cercle, également pesant 
en tous ses points, dont le rayon et Fangle au centra sont- rèspAtlv^iDClnl' 

r = 12, a = 6o». ,; H. ^ ^-. 

6. Résoudre les équations , . '^' 

X -f î/=:4; w 4- V = 10; itj2 4- 1*2 r= i3o; j/sû^ = J4. \^ 

7. La surface d'un triangle isoscèle est 42 ; le rayon du cercle inscrit • 

14 
est -—5^ ; calculer la valeur de chaque côté. . 
3 

8. On doiine un triangle isoscèle. Une parabole est située dans son i)lan de 
telle façon que son axe est sur la médiane relative à la base, qu'elle passe 
par les extrémités de la base, et qu'elle partage le triangle en deux parties 
égales. Où se trouve le sommet, et quel est le paramètre de cette courbe? 
Quelle est l'équation d'une tangente à la courbe passant par un sommet du 
triangle? 

9. Une pyramide régulière à ba&*e carrèé est circonscrite à une sphère de 
rayon r ; la hauteur de la pyramide est égale à la circonférence d'un grand cercle 
delà sphère. Trouver le volume et la surface de la pyramide, ainsi que l'angle 
dièdre de deux faces latérales. 

10. On superpose les plans de dett* elUps^égales, de façon que le centre de 
chacune d'elles tombe sur l'un des foyers de l'autre. Déterminer l'angle sous 
lequel elles se coupent. Appliquer la formule à deux cercles. 
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11. De combien de minutes le dernier rayon du soleil couchant sous la 
latitude géographique y disparaît-il plus tard au sommet d'une montagne 
dont l'altitude est /i, qu'il ne le fait au pied de cette montagne sur le rivage et 
au niveau de la mer? On supposera qu.ô le jour de l'expérience la déclinaison 
du soleil est d et son rayon apparent t'. Appliquer la formule trouvée au cas où 
^=37iom., 9 = 28° 7', ô = 230 27', p = 34' 54.", 

12. Quel doit être, dans un ellipsoïde de révolution, le rapport de l'axe au 
diamètre éc^uatorial, pour que le cylindre inscrit dont la section méridienne 
est un carré, soit la plus grande partie possible du volume de l'ellipsoïde. 

13. La spirale d'Archimède est engendrée par un point qui pendant que 
le rayon r tourne d'une vitesse angulaire uniforme, s'avance uniformément 
sur ce rayon, en partant du centre, de sorte que le premier tour achevé, il 
arrive à l'extrémité de /*, et continue ensuite à s'avancer uniformément sur 
le prolongement de ce rayon. 

1» Quelle est l'étendue de la surface comprise entre la première spire et la 
l)Osition primitive du rayon r? 
2» Quelle est l'étendue de la surface qui s'ajoute au second tour ? 
3" Quelle est la longueur de la (A; + i)« spire? 

14. Un corps parcourt un plan incliné d'une longueur a = 0^,8 et d'une 
inclinaison a= io% puis il parcourt encore . une distance s = i",52, sur 
un plan horizontal de même matière et de même nature, jusqu'à ce que le 
frottement arrête son mouvement. Déterminer le coefficient de frottement. 

(Berlin, 4880,) 



ECOLE MILITAIRE DE BELGIQUE 



1881. 

Énoncer et démontrer la règle à suivre pour extraire la racine w d'un 
polynôme. 
Application. — Extraction de la racine cubique de 

§a=* — 480^^6 + i2oa*&2 — lôoa^ô^ -|_ 1200^6* — 4806^ + 86^. 

— Calculer les côtés d'un triangle rectangle, connaissant le périmètre 2p et 
la surface w^. 

— Les quotients d'un nombre N par a, 6, c, sont premiers entre eux: dé- 
montrer que N est le plus petit commun multip'e de a, 6, c. 

— Déterminer l'angle C d'un triangle sphérique à l'aide des formules 

. ^ sin (C + ?) 

cotgJi sin h = ■ — cotg A : 

cos? ° 

cos b 

^ cotgA 
si a = 50» 48' 20", 6 = I lô» 44' 48', A = 59» 5 1' 22'. 

— Dans le plan d'une hyperbole donnée se meut une droite qui reste aune 
distante constante du centre. —Des points d'intersection de la droite et delà, 
courbe on mène à cette courbe des tangentes qui se coupent en M. Lieu des 
points M* 

— Résoudre sin a; -h sin aa? -f- 2 sin 3a? 4- sin 4a) + sin 5x ^ o. 
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1882. 

Deux trains vont en sens inverse l'un de l'autre, le premier avec une vi- 
tesse de iSkilom. à l'heure, l'autre avec une vitesse de 24 kilom. Un voya- 
geur placé dans le premier observe qu'il a fallu i3" au second pour passer. 
Quelle était la longueur du train. 

— Deux courriers partent d'un même point: le premier qui a a jours d'avance 
marche avec une vitesse V, l'autre marche avec une vitesse V le premier jour, 
V — r le second jour, V — 2f le troisième jour ... Après combien de temps 
vont-ifs se rencontrer? Discussion. 

— Trouver les arcs satisfaisant à 

tg X COtg 20? = tg 9X cotg X. 

-^ Mesure de la surface d'un triangle, d'un polygone sphérique. 

— On donne un cercle dans lequel on mène deux cordes parallèles AB, CD : 
l'une AB égale au côté du triangle équilatéral inscrit, l'autre CD égale au côté 
de l'hexagone. Exprimer la surface de cercle comprise entre ces droites AB, CD. 



QUESTIONS PROPOSÉES 



33. — Trouver les côtés d'un triangle, sachant qu'ils 
sont exprimés par des nombres entiers en progression arith- 
métique ; que si Ton augmente chaque côté de 5o mètres^ 
le rayon du cercle inscrit augmente de 17 mètres, et que si 
chaque côté croît de 60 mètres, le rayon du cercle inscrit 
augmente de 20 mètres. (The Educat, Times,) 

34. — Par un point P, pris sur le prolongement de la 
base BG d'un triangle ABC, jnener une sécante rencontrant 
AG en Q et AB en R, de telle façon que le produit AR X GQ 
soit minimum. (The Educat. Times») 

35. — Soit K le point de rencontre des hauteurs d'un 
triangle, P un point du cercle circonscrit ; la ligne PK ren- 
contre en Q la droite de Simson relative au point P; démon- 
trer que si le point P se déplace sur la circonférence, le 
lieu du point Q est le cercle des neufs points du triangle. 

(The Educat. Times.) 

36. — On considère deux droites rectangulaires AB, AG, 
et au point A on mène un cercle A tangent à la droite AB. 
Soit D le second point de rencontre de A avec AG; si, par 
un point fixe P de AB, on mène une tangente à A, cette 



— 1-20 — 

droite rencontre la parallèle à AB, menée par le point U, 
en un point I dont on demande le lieu géométrique quand 
on fait varier le cercle A. {G. L.) 

37. — On considère une droite AB, et par deux points 
fixes A et B pris sur cette droite, on mène des cercles tan- 
gents à cette droite et tangents entre eux. A ces cercles, on 
mène une tangente commune extérieure; trouver le lieu 
géométrique décrit par le milieu de cette tangente commune. 

(G. L.) 

38. — On considère un cercle de centre 0, et deux dia- 
mètres rectangulaires AB, CD; soit A la tangente au point A 
et M un point quelconque de A, supposé mobile sur cette 
droite; de ce point M on peut mener au cercle proposé une 
seconde tangente MQ. Ayant projeté le point M en P sur le 
diamètre CD, on joint P au point de contact Q, et d'un point 
fixe S, pris dans Tespace, on abaisse une perpendiculaire 
sur PQ. Démontrer que le lieu des pieds de ces perpendicu- 
laires est un cercle. (G. L) 



AVIS 



Nous rappelons à nos lecteurd que la solution de chaque question doit être 
mise sur une feuille à part portant le nuiîiéro de la question, le nom de l'auteur 
de la solution, l'établissement auquel il appartient et l'énoncé complet de la 
question. Les figures, s'il y a lien, doivent être faites à part, avec beaucoup de 
soin ; enfin, nous prions nos correspondants de soigner la rédaction et récriture 
de leurs solutions. 



Le Rédacteur-Gérant, 
E. VAZEILLE. 
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LE CINQUIÈME LIVRE 

Par M. liAoverMay, professeur au Collège Rollin. 

[Suite, voir p. 97.) 



DBS PROJECTIONS — PLUS COURTE DISTANCE DE DEUX DROITES 

Définition. — On appelle projection d'ua point A sur un 
plan le pied a de la perpendiculaire abaissée de ce point sur 
le plan^ et distance du point A au plan la longueur ka de 

c 




Fig. 48. 

cette perpendiculaire. Cette distance est plus petite que toute 
longueur comptée à partir de A sur une droite quelconque 
limitée au plan. 

On appelle projection d'une ligne quelconque ABC... sur 
un plan le lieu des orojec- 
tions a, b, c... des points de 
cette ligne (fig. 18). 

Théorème I. — La pro- 
jection d'une droite sur un 
plan est une droite. 

Soient a, 6 (fig. 49) les 
projections de deux points 
Ay B de la droite ; menons 
la droite ah ; si par C on 
mène la parallèle Ce à Bfr, 



eu 




Fig. 49 



cette droite est située dans le plan des deux parallèles 
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ka, Bb et est perpendiculaire au plan P comme parallèle à B6. 

Donc c est la projection de G. 
Théorème II. — Les projections des deux droites parai- 

lèles sur un même 
plan sont parallèles 

(fig. 20). 

En effet, les an- 
gles Bka, DCc 
ayant leurg côtés 
parallèles, sayoir 
AB et CD par hy- 
pothèse, et AlA, B6 
comme perpen- 
diculaires au 
même plan, ont 
^*^* *^- leurs plans pa- 

rallèles ; donc leurs intersections ab, cd avec un même plan 
sont parallèles. 
La réciproque n'a pas lieu. 
Théorème III. — Si les projections de deux droites sur 
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deux plans qui se coupent sont respectivement paraUèle^^ c$s 
defux droites smt parallèles (ftg. 21). 
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Soient ab cd, projections des deux droites AB, CD sur le 
plan P, parallèles entre elles, do même ab\ cd parallèles ; 
les deux angles b'ak, dcG, ayant leurs côtés parallèles, 
ont leurs plans parallèles ;donc les droites d'intersection CD, 
EF de ces plans avec un troisième CDcfc sont parallèles ; on 
démontrerait de même que AB et EF sont parallèles : donc 
les deux droites AB, GB parallèles à une troisième EF sont 
parallèles entre elles. 

Théorème IV — Si une droite AB est perpendiculaire à 
un plan P, sa projection ab sur un plan quelconque Q est per^ 
pendiculaire à l'intersection CD des deu-x plans (fig 32)* 

En efTet CD étant dans le plan P est perpendiculaire à 
ÂB ; étant dans 
le plan Q, elle 
est aussi per- 
pendiculaire à 
B69 projetante 
du point B ; 
donc CD est 
perpendicu- 
laire au plan 
ABMe ces deux 
droites, et par 
suite à ladroite 
ab de ce plan. 

La récipro- 




Fig. S«. 



que n'a pas lieu, car toute droite telle que AE menée dans 
le plan AB6a a même projection ab que AB et ne saurait 
être perpendiculaire au plan P» 

Théorème V» — Si les projections d'une droite sur deux 
plans qui se coupent sont respectivement perpendiculaires aux 
intersections de ceux-ci avec un troisième plan, cette droite est 
perpendiculaire à ce troisième plan. 

Soit ab, projection de AB, perpendiculaire à CD, inter- 
section du plan P avec le plan CDD' (fig. 23), de même 
ab' perpendiculaire à CD'; CD étant perpendiculaire sur ab 
par hypothèse et sur Aa par construction; est perpendi- 




— 124 — 

culaire au plan Kab de ces deux droites, par conséquent 
sur AB qui est dans ce plan; ainsi AB est perpendiculaire 

sur CD; on démontrerait de 
même que AB est perpendi- 
culaire à CD' ; donc AB, per- 
pendiculaire à deux droites 
CD, CD' d'un plan, esf perpen- 
diculaire à ce plan. 

Théorème VI. — Si une 

droite est oblique à un plan P, 
Vangle aigu qu'elle forme avec 
sa projection sur le plan est 
le plus petit des angles qu'elle 
fait avec toute autre droite pas- 
sant par son pied dans le plan 

En effet, soit Ba la projection de BA; prenons sur la droite 
quelconque BG, située dans le plan P, la longueur BG = Ba 

et menons AG ; les deux 
triangles ABa, ABC ont 
deux côtés égaux et les 
troisièmes côtés iné- 
gaux ; or la perpendi- 
culaire Aa est moindre 
que l'oblique AG, donc 
l'angle ABa est moin- 
dre que l'angle ABC. 

^*^- *^- Définition. — Cet 

angle minimum que fait une droite avec sa projection sur an 
plan est appelé Vangle de la droite et du plan. 

Théorème VII. — La droite d'un plan qui fait le plus 
grand angle possible avec un second plan est perpendiculaire à 
Vintersection des deux plans. 

Soit BG l'intersection de deux plans P et Q (fig. 25j; 1 
menons dans le second plan AB perpendiculaire à l'inter- 
section et une droite quelconque AG, puis la perpendiculaire 
Aa au plan P ; aB est perpendiculaire sur BG, d'après le 
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corollaire du théorème des trois perpendiculaires; donc elle 
est moindre que Toblique «G. Faisons tourner le triangle 




Fig, «5. 

rectangle AaC autour de Aa pour l'amener dans le plan du 
triangle rectangle AuB ; aC prendra la direction de aB et 
G viendra en un point G' situé au delà de B par rapport au 
point ET, puisque aG > aB ; or l'angle aBA extérieur au 
triangle ABC' est égal à la somme des deux angles BG'A, 
BAC'; donc l'angle a BAest supérieur à l'angle G' ou à sou 
égal aCA. 

Définition. — La droite AB perpendiculaire à BG, est 
appelée ligne de plus grande pente du plan Q par rapport au 
plan P. 

Théorème VIII. — Étant données deux droites kB^ CD non 
situées dans le même 
plan, il existe une droite 
et une seule rencon-^ 
trant chacune belles 
à angle droit et qui est 
la plus courte distance 
de ces deux droites (fig. 
26). 

Par Tune des droi- 
tes CD, menons le plan 
parallèle à AB ; soit P ^•ô'- «^• 

ce plan; d'un point quelconque A de la première abais* 
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sons la perpendiculaire A.a sur ce plan et par a menons la 
parallèle ab à AB. Celle droite esL située dans le plan P 
et rencontre CD en un point 6, par lequel on mène la 
parallèle 6B à ak. Cette droite 6B, qui rencontre les deux 
premières, est en outre perpendiculaire à chacune d'elles, 
comme parallèle à ak perpendiculaire au plan P, par suite 
à CD et ab ou à sa parallèle AB. Toute autre droite AB 
rencontrant les deux premières ne peut être perpendiculaire 
au plan P, et par suite aux droites CD, AB, puisqu'elle est 
distincte de B6 ou de ka ; et d'autre part l'oblique AD est 
supérieure à Aa ou à son égale Bb, 

Définition. — Cette droite B6 perpendiculaire à chacune 
des droites proposées, les rencontrant et qui est celle 'de 
longueur minima parmi toutes celles que Ton peut mener 
entre ces deux droites, est appelée la perpendiculaire commune 
aux deux droites, et sa longueur représente la plus courte 
distance des deuxdroites» 

Corollaire. — Lorsqu'une droite kB est parallèle à un plan, 
la plus courte distance de cette droite à toutes les droites du 
plan P qui ne lui sont pas parallèles est constante et repré- 
sentée par la distance Aa d'un point quelconque de cette droite 
au plan P. 

ANGLES DIÈDRES 

Définitions. — On appelle angle dièdre la figure formée par 
deux plans limités à leur intersection OC; ces deux plans 
sont appelés les faces du dièdre et leur intersection OO avêlo 
de l'angle dièdre. 

Pour désigner un dièdre isolé, il suffit d'indiquer son 
arête; mais si plusieurs dièdres ont même arête, pour dési- 
gner chaque dièdre, on emploie au moins quatre lettres, 
savoir ; une lettre pour chaque face et deux pour rareté^ 
en ayant soin d'énoncer ces dernières entre les deux autres. 

On nomme dièdres adjacents deux angles dièdres tels que 
AOCD, BOCD qui ont même arête OC, une face commune 
COD et les deux autres faces situées de part et d'autre de 
a face commune. 



'Deux dièdres iont dits oppo«é^ par Partie lorsque les fac 33 
de l'un sont led prolongements des faoes de l'autre, 

Théorème Z. — Par F arête cPun dièdre, on peut mener un 
plan et un seul formant deux angles dièdres adjacents égaux 
(fi g. 27). 

Soit le dièdre ÂOQB; imaginons un plan passant par 
l'arête OC qui, superposé d'abord à la face AOCA', tourne 
autour de OC dans le sens de la flèchs jusqu'à ce qu'il se 
superpose à la face BÔCB' ; ce plan engendre ainsi deux 
séries de dièdres, tels que AOQD, BOGD; les dièdres de la 
première série vont constamment en croissant de zéro au 





Fig. tr. 



Fig. ««. 



dièdre AOCB, tandis que oeux de la seconde série vont 
constamment en décroissant du dièdre BOQA à zéro, p&r 
conséquent entre les mêmes limites; donc pour une oerlaine 
position de ce plan et une peule les deux dièdres adjacents 
formée avec les faces du premier eont égaux. 

Défic^itipQ* '-^ Le plan qui, mené par Tarôte d'un 4ièdre, 
divise celui-ci en deus^ autres égçiux entre eux, est appelé 
plan bissecteur du dièdre. 

Gorollaira* — Par mie droite OC d'un plan on peut mener 
un plan et un seul formant d^ux angles dièdres adjacent» AOCD, 
BOGD égaux (fig, 88). 

DéfilsUtlens. "^ Un plan OÛD est dit perpendiculaire sur 
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un autre ABC lorsque les deux angles adjacents AOCD, 
BOCD qu'il forme avec celui-ci sont égaux; si ces deux 
angles adjacents sont inégaux, les deux plans sont dits 
obliques l'un par rapport à Tautre. 

On nomme dièdre droit tout dièdre AOCD dont une face 
est perpendiculaire sur l'autre. Un dièdre est dit aigu ou 
obtus suivant qu'il est inférieur ou supérieur à un dièdre 
droit. 

Deux dièdres dont la somme est un dièdre droit sont 
dits complémentaires y et deux dièdres dont la somme vaut 
deux dièdres droits sont dits supplémentaires. 

Les théorèmes qui suivent, analogues à ceux de la géo- 
métrie plane, se démontrent de la même manière que 
ceux-ci. 

Tous les angles dièdres droits sont égaux. 

Tout plan qui en rencontre un autre forme avec celui-ci deux 
dièdres adjacents supplémentaires, et réciproquement, si deux 
dièdres adjacents sont supplémentaires, les faces non communes 
sont dans le prolongement Vune de Vautre. 

Deux dièdres opposés par V arête sont égaux. Les plans bis- 
secteurs de deux dièdres supplém^entaires* sont perpendiculaires 
entre eux. 

Théorème II. — Deux plans parallèles rencontrent m 
dièdre suivant des angles reclilignes égaux. 

En effet, ces angles rectilignes sont égaux comme ayant 
leurs côtés parallèles et de même sens, d'après ce théorème 
que les intersections de deux plans parallèles par un troi- 
sième sont parallèles. 

Théorème III. — V angle déterminé par un plan perpen 
diculaire à l'arête d*un dièdre est le plus grand parmi tovs 
angles rectilignes déterminés par les plans sécants rencontrant 
les deux faces du dièdre du même côté par rapport à ce plan 
perpendiculaire à rareté. 

On dislingue deux cas, suivant que le plan perpendiculaire 
à l'arête détermine un angle obtus ou aigu. 

1® Soit aOb l'angle obtus déterminé dans le dièdre CO 
(fig.[W) par un plan perpendiculaire à l'arête, et AOB celui 
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déterminé par un plan quelconque tel que les deux inter- 
sections OA, OB soient situées du même côté par rapport 
au plan aob. Menons par un point 
quelconque A de OA le plan paral- 
lèle à aoby qui rencontre le côté OB 
en B, et menons les perpendiculaires 
Aa, Bb sur Oa, 06; enfin de 
abaissons la perpendiculaire Od sur 
ab, son pied d est nécessairement 
situé entre a et b, puisque l'angle 
aob est obtus ; par d menons la pa- 
rallèle dD à Oc ; a6, étant perpendi- 
culaire à Od et dD (comme perpen- 
diculaire à Oc), est perpendiculaire 
au plan de ces deux droites et par ^*ff* ^^* 

suite à OD, située dans ce plan ; donc AB, parallèle à abj 
est perpendiculaire à OD ; or l'oblique OD par rapport à 
Dd est supérieure à la perpendiculaire Od; alors si Ton trans- 
porte le triangle AOB dans le 
plan du triangle aob, de ma- 
nière que les bases AB, ab 
coïncident, D s'appliquera sur 
d ôt le sommet du triangle 
AOB sera l'extérieur du 
triangle aob; donc l'angle aob 
est supérieur à l'angle AOB. 

2® L'angle aOb est aigu; 
la démonstration précédente 
s'applique, si le pied de la 
perpendiculaire menée de 
sur ab est entre a et b. S'il 
en est autrement, prenons 
OA = OB (fig. 30) et menons 
les parallèles Aa, B6, jusqu'à 




Fig. 80. 



leur rencontre avec le plan de l'angle aOb perpendiculaire 
à l'arête OC, l'angle OAS étant obtus, puisque le triangle 
AOB est isoscèle, on a 
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OAS < OaS ou 90« -| < 1 80*» — Oat, 

de même 

OBS' < 06S" ou 900 -I- -^^ <î&o^ — 06a; 

ajoutant, on a i8o« + AOB < 186<> + i8b<» 

— (Oab + Oba) 
ou - AOB < aOb. 

Remarques. — 1^ Si AB était ^iarallële à ab, le pied de la 
perpendiculaire menée de sur ab serait au milieu de 
cette droite ; par conséquent d'après le premier cas, la pi*o- 
priété a encore lieu. 

2® Le théorème a encore lieu, si OA fcoïncidé avec Oo. 

Corollaire. — Si F on mène un plan sécant de façon que 
les deux droites d'intersection avec les faces du dièdre soient de 
part et d'autre du plan aOb, V angle ainsi déterminé est supérieur 
a V angle aOb. 

Définition. — L'angle maximum déterminé dans un 
dièdre par un plan perpendiculaire à Tarête parmi tous ceux 
déterminés par des plans sécants remplissant la condition 
Indiquée par le théorème III, est appelé Vaîigle plan corres- 
pondant au dièdre. On sait d'ailleurs, d'après le théorème» II, 
que la grandeur de cet angle est constante, quelle que soit 
la position du plan sécant, perpendiculaire à l'arête. 

Pour construire cet angle plan, il suffit évidemment d'élever 
dans chacune des faces du dièdre, par un point quelconque 
de son arête^ les perpendiculaires à cette arête. 

Théorème IV. — Si deux dièdres sont égaux, leurs angles 
plans correspondants sont égaux, et réciproquement, si les angles 
plans correspondants à deux dièdres sont égaux, ceux-ci sont 
égaux. 

Théorème V. — Le rapport de deux dièdres est égal au 
rapport de leurs angles plans. 

Soient D, D' deux dièdres ; a, a les angles plans corres- 
{fondants ; d'après le dernier théorème^ on a l'égalité de 

D a . . 

rapports — = -;-, 



c'ëât-a^ire que Si l'oti pretkd pour unité d'angle dlfedre le 
second dièdre D' et potlt tiiilté d'àûglb plan; l'angle «' feorres- 

pondant a ce dièdre, le nombre -y^ qui mesure le preiSîer diè- 
dre, est le même que le nombre -^mesdfàht son angle plài 



dt' 



an 



cdrrespoîidàfit; d'oh le corollaire suirdiit serrant à mesurer 
les dièdres : 

Tout dïèdf*e a même mesure que l'ûngk pinn correspondant: 
en prenant pour unité d'angle dièdre celui auquel correspond 
Pangle plan choisi pour unité d'angle plan ; ce qu'on énonce 
souvent ainsi d'une manière abrégée, mais incorrecte : fout 
dièdre a pour mesure son anqle plan. 

On a pris poiir unité d'angle plan Tang^lë droit, le dièdre 
correspondant est pris pour unité de dièdre, et eàt appelé 
dièdre droii d'après le théorème'suivant, qui établit que là 
construction du dièdre formé par deux plans perpendiculaires 
en-tre eux donne heu identiquement a la même figure que 
celle du dièdre déterminé jpar la condition que son angle plan 
correspoiidant soit droit. 

Théorème VI. — Le dièdre formé par deux plans pe?*- 
pendiculaires entre eux 
a son angle plan cor^ 
respondant droit, et 

RÉCIPROQUEMENT SI Un 

dièdre a son angle plan 
correspondant droit, ses 
deux faces sont per^ 
pendiculaircs entre 
elles. 

En effet, si les deux 
plans t* et Q (fy- 3i) 
sont pérpenàîculaires 
entré eux, c'est-à-diré (fisf>' ^/j. 

si llte deux dièdres adjacente kffGÔj BOGD sont égaux, le^ 
angles plans correspondants ÀOD, BOD^ déterminés par le 
plan ABD perpendiculaire â Tarêté ÔG, Sont aussi égaux, 
br ces deux aùglôà adjacents égani ont leurs côtés non com- 
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muns OA, OB en ligne droite; 4onc ils sont droits, donc les 
deux dièdres correspondants sont droits. 

Réciproquement, soit le dièdre AOGD dont Fang^le plan 
correspondant AOD est droit, prolongeons la face AOG au 
delà de Farête, on formera un nouveau dièdre BOGD également 
droit ; or, ces deux dièdres égaux sont adjacents et leurs faces 
non communes sont îe prolongement Tune de Tautre ; donc 
la face commune OGD est perpendiculaire au plan ABC. 

Théorème VII. — Si deux plans sont perpendiculaire entre 
eux, toute droite menée dans Vun perpendiculaire à leur inter- 
section, est perpendiculaire à Vautre plan. 

Théorème VIII. — Si une droite est perpendiculaire à un 
plan, tout plan qui passe par cette droite ou qui lui est paraU 
lèle, est perpendiculaire au premier, et réciproquement si deux 
plans sont perpendiculaires entre eux, toute droite perpendiculaire 
au premier est située dans Vautre ou lui est parallèle. 

Théorème IX. — L'intersection de deux plans perpetidicU" 
laires à un troisième est perpendiculaire à ce troisième. 

(A suivre,) 
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QUESTIONS D'EXAMEN 



Étant donnée la fraction du second degré 

x' -[- px "[- a 

x^+p'x + b ' 
dans laquelle a et h sont supposés connus, on demande de détei*- 
miner p et p' de telle façon que cette fraction devienne mamma 
pour X = OL, et minima pour x == p. 

On sait que la recherche du maximum et du minimum 
de la fraction du second degré revient à la détermination 
des valeurs qu'il faut donner à Tindéterminée y dans Téqua- 
tion x^ + px+a 

pour que cette équation ait deux racines égales; lorsque 
tes valeurs de y sont déterminées, on obtient les valeurs 
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de X correspondantes, par l'équation 

p — py 

2 11—!/) 
dans laquelle on remplace y par l'une des valeurs précé- 
demment trouvées. 

Inversement, de Téquation que nous venons d'écrire, 
nous pouvons déduire pourt/ la valeur 

___ 2.x + p 

el, si nous remplaçons dans Téquation (1), ou dans Téqua- 
tion (2), X par la valeur qui donne à la fraction ses valeurs 
limites, nous devons trouver pour y deux nombres égaux ; 
donc les valeurs de x qui font passer la fraction par un 
maximum ou un minimum sont les racines de Téquation 
obtenue en égalant les deux valeurs de y précédemment 
écrites, c'est-à-dire deTéquation 

ce' -f px + g ___ 2x-^p . 

a?* + px + 6 2X"\'P 
ou x^ {p — p) -\- 2x{a — 6) + ap — bp = o. (4) 

D'après renoncé, cette équation doit avoir pour racines 
a et p ; nous aurons donc 



p— p 



(S) 



Ces deux équations nous détermineront p et p. 

La seconde devient p (a -j- a?) = p (6 + aô), 

p p' p ^^ p 
ce qui donne — ; — r- = -T-~i — â = r • 

Donc, en vertu de la première de ces équations, nousavon 

— 2(a + <*P) 

_ — 2 (6 + gfi) 
^- a+p • 

Exemple, — Soit la fraction 

jg' + pa? + 3 . 
X' + p'o; + 3 ' 
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cherchons les valeurs à dDflné^àp et p' potlr que les tralfeuts 
limites correspondent, Tune k x = 2, Tautre à a? = — 3 ; 
on trouve a+P = — i; ap = — 6 

et par suite p = -^2; p=: — 6; 

la fraction est donc ,_^ , ^ ; 

il est facile de vérifier quej effeclivement, ses Valeurs limites 
correspondent bien aux valeurs de x indiquées dans renoncé. 
Dans le calcul précédent, nous avons admis que b était 
différent de a. Si nous examinons Fhypothèse de a = 6, 
réquation qui détermine x devient 

(a?* — o)(p — p) =2 0. 
Si alors les valeurs données pour x ne sont pas les 
racines de Téquation x^ — a = o, nous trouvons forcément 
p = p; dans ce cas, la fraction devient 

x^ -{- px -{- a 
CD* -}- pa? -f- a ' 
et, comme elle a pour valeur Tunilé, qdeî que soit a;, nous 
n'avons donc pas une fonction véritable. 
Si les valeurs correspondant aux limites sont précisément 

+ Va .et — va, nous trouvons poiit ji et p' dêé vileurs 
indéterminées; en effet, considérons la fraction 

x^ -j- px -{' a 

cc« -j-px + a ^^' 
les valeurs du maximum et du minimum' sont données par 
les racines de TéqUation 

(p — p'yy — 4a(t — j/)«=so; 
la valeur correspondante de x est 



X 



2(1 -^îf) 



et cela, quels que sçiënt p et p. On comprend donc bien 
comment les formules que nous avons obtenues nous 
donnent des valeurs indéterminées pour ces deux inconnues; 



Étant donnée la fraction 

x' 4- px + q 

x' + p'x+q" 



déterminer p, q, p', q' de façon que pour x = a la fraction 
prenne la valeur maxima a', et que pour x = p elle prenne 
la valeur minima ^\ 

Nous ayons, comme précédemment, entre les coefficients, 
les deux équations — r— = « + 3, 

p — p 

de plus> la valeur limite y correspondant à a; = a devant 
être a, nous avons a = 



/ 9 



2a + p 

et de môme & = ^ , , . 

'^ 2P+P 

Ces deux dernières équations donneront facilement p et j»'; 

en chassant les dénominateurs, nous obtenons en effet les 

deux équations très simples 

p — p'a = 2a(a — I ), 

p-p'p' = 2^(^'-i); (6) 

lorsque p et p sont ainsi déterminées, nous pourrons très 
facilement obtenir 9 et g ; en effet, en divisant membre à 
membre les deux premières relations, nous avons l'équation 

homogène -^7 ^ = — 7-^ ; 

qp —pq ap 

cette relation donne facilement 

q ^___i__ = __iJZi_ = — i. 

2ap +p'(a + P) 2ap + p'(a + p) (p -p)(a+l5) a 

donc 

2af^+p(a + p) , 2ap+p(a + p) .-. 

^ 2 .2 

Exemple. — Proposons-nous de déterminer les coefficients 

de la fraction , / , — T"^ 

x^ -\- px -f- q 

de façon que pour a; = 3 elle atteigne un maximum 4, 
^t que pour x = i elle atteigne un minimum 5; nous 
aurons ici dt = 3, a' = 4; 

p=i, p'=5; 
et les équations (6) deviennent 
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p — 4P z= i8, 
p — 5p' = 8 ; 
nous en tirons facilement 

p z= 10, p = 5&; 
puis, les équations (7) nous donnent, tout calcul fait, 

q = —iig; g'= — 23, 
et la fraction cherchée est 

a;* + 58aj — ^^9 , 

il sera facile de reconnaître que d'abord les valeurs a et f 
sont bien égales, respectivement à 4 et à 5, et que les 
valeurs correspondantes de x sont 3 et i ; la fraction répond 
donc bien à renoncé. 



QUESTION 10 



ConsLrxUre un tnangle dont on connaît la base, un angle àla 
base, et la somme du côté opposé et de la hauteur du triangle. 

(Hallov^ell.) 

Supposons le problème résolu; soit ABC le triangle 
demandé, dans lequel nous connaissons la base BC, l'angle 
en B, et la somme de la hauteur AD du côté CA et opposé à 
l'angle B. 

Prolongeons DA, au delà du point A, d'une longueur AE 
égale à AG ; alors DE est égal à la somme donnée. Par le point 
E, menons EF parallèle à BG, jusqu'au point F oîi EF ren^ 
contre BA. 

Les triangles semblables AEF, ABD, donnent 

AF _ AE 

AB ■" AD ' 

AF AE 
et par suite fF= ED* 

Joignons le point F au point G, et par le point B 
menons BH parallèle à AG jusqu'à la rencontre en H avec 
FG ; les triangles semblables FAG, FBH donnent 
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donc 



AF 
FB 
AG 
BH 



AG 
BH 
AE 
ED 



et comme AG = AE, il en résulte que BH = ED, 

Nous en d^^duisons la construction 
suivante : 

Nous menons une parallèle EF à BG, 
distante de BG d'une longueur égale à 
la somme donnée de la hauteur et du 
côté AG, jusqu'au point F où elle ren- 
contre le côté BA, connu de direction. 
Noas joignons le point F au point G; 
de B comme centre avec un rayon 
égal à la somme donnée, nous décri- 
vons un arc de cercle qui rencontre 
FG en un point H ; par le point G nous 
menons une parallèle à BH; cette" pa- 
rallèle rencontre BF au point A; le 
triangle ABG est le triangle demandé. 

Si, au lieu de la somme, on avait 
la différence, il suffirait de prendre la 
longueur AE au-dessus du point A; on 
continuerait la construction de la môme manière. 

Nota. — La question a été résolue parMM. PaulGodefroy, àLyon;Pigeaud, 
à r.hUeauroax. 




QUESTION 11 

fl^olalion par M. G. Pigeaud, élève au Lycée de Chàteauroux. 



Construire géométriquement un triangle, connaissant un angle, 
Vun des côtés adjacents et V angle que fait le côté opposé à 
l'angle donné avec la médiane. 

Soil AB le côté donné. En A faisons un angle égal à 
l'angle donné du triangle. L'angle de la médiane et du 



troisième côté ayant pour extrémités A et B,a son sommet 

«ur le aegment capable de cet an- 
gle décrit sur AB comme corde. 
D'autre part, cet angle se 
trouve sur la parallèle à AG me- 
née par le milieu D de AB. Il est 
en B. Joignant BE et prolon- 
geant, on a en ABC le triangle 
cherché. 

Leuoir, école Albert-Ie-Grand (Arcueil). *^ * ^* '^•"' 




r .Tnff, 



QUESTION 12 

NoUtlon par Daaon, élère an Ijrcéa do ValendeanM. 



Construire un triangU dont on conmit la base, la différence 
des angles à la base et' kt somme des dom autres eûtes. 
Soit ABC le triangle cherché, BG la base, B_0= « la 

différence deg angles à la base. 
Prolongeons AO d'une longueur 
AD = AB; «lors CD représente 
la somme des côtés AB et AC. 

Le triangle ABD étant isos- 
aèle, ABD = ADB. Or ' 
A + B+ G = i8o» 
et B — G =; « ; on en dédui( 

B -(-i-^qoo+^. 

2 2' 

et comme ÛAB eat extérieur au triangle ABD, on a 

— = ABD. 
2 

i)onc GBD = B + ABD = 90» -\- -L. 




De là la construction suivante : sur la base donnée, en B 

faire un angle égal à i^'-f- — ; de G comme centre avec la 

somme donnée décrire un arc de cercle qui coupera BD en D, 
et sur le milieu E de BD élever une perpendiculaire qui 
rencontre CD en A. ABC est le triangle cherché. 

Nota. ^ Ont, résolu la mémo question : MM. PatrlMMalion;Pul9, ou Lycée 
(la Montpellier* 



QUESTION 13 

l|olnll0ii par MM. Padi« et IUné Godefrot, élèves au Lyoéede Lyon. 



Con^imÀr^ géométriqv^mmt un triangle connaissant la base, 
un angle à la base et le point de la base par lequel passe le dia- 
mètre du cercle circonscrit. 

Soit ABC le triangle cherché, AE le diamètre du cercle 
circonscrit passant par le point 
donné D, BG la base donnée, B Tan- ,^'^'^. *"x 

gle à la base également donné. K/ - - ^ **\ 

Joignons BE. L'angle EBC est égal -^t^T^^^ *^' 

à l'angle CAD comme ayant même /^v\\ ^\ ] 

mesure, et cet angle étant complé- / /W^Ov \ *' 
mentaire de Tangle donné est {/ \y N\ 1 / 

connu. Donc le sommet A se trou- ^^^^7:1 — v -V t:^ 

vera à Tintersection de la droite BA \. """'-J\ >^ 

et du segment capable de 90 — B ^ ""^ 

décrit sur CD comme corde. 

Ce segment coupera généralement BA. (iu doux poinls 
A et A' qui répondront à la question. 

Nota. — Ont résolu la même question : MM. Deroinenu l^'cée de V/ilenciennes ; 
Lenoir, Vail, école d'Areueil, 
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QUESTION 17 

.Solution par M. L. Germain, élève au Collège ecclésiastique de Belley. 



On considère un cercle A et deux diamètres rectangulaires kk\ 
BB'; par le point A, on mène une transversale 8, qui rencontre 
la tangente en A' au point D, et le diamètre BB' au point E. 
Par le point D on peut mener aucercleune seconde tangente DK, 
touchant le cercle au point K; la droite AK rencontre BB'en un 
point F. Trouver le lieu de T intersection de h et de A'F qunni 
tourne autour de k. (G. L.) 

Soit I le point d'intersection. Je joins OD, OK; la droite 

OD bissectrice de l'angle 
A'OK divise Tare . A'K en 
deuxparties A'H, HKégales; 
les triangles rectangles 
OA'D, AOF sont donc égaux, 
puisque AO = OA' et que 
l'angle A'OD, qui a pour 
mesure A'H, égale l'angle 
OAF. qui a pour mesure la 
moitié de l'arc A'K ; donc 
OF =A'D. 

Mais les triangles sem- 
blables AOE, AA'D don- 
nent 

donc EF = OE =— , 




OE 



AO 
AA' 



I 

2 



Les triangles semblables EIF, DIA' donnent aussi 

IM _ DF _ I 
IN "* A'D "" 2 * 

Le point I est donc à une distance du diamètre BB' égale 
au tiers du rayon du cercle A. 

Donc le lieu géométrique des points I est une droite RS, 
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menée parallèlement à BB' et à une distance de ce diamètre 
égale au tiers du rayon du cercle. 

Nota. — La même question a été résolue par MM. Puig, à Montpellier; 
DeviUe, à Lorient ; Chaillot, à Nantes; 



QUESTION 19 

Solution i>ar M. PuiG, élève au Lycée de Montpellier. 



On considère un cercle de centre et un diamètre kk! ; soit 
M un point mobile sur la circonférence; on fait passer par M,Ok 
un cercle A, et par MO A' un cercle A'. 

Démontrer : 

1° Que ces cercles se coupent orthogonalement ; 

^2^ Que r, r' étant leurs rayons, R le rayon du cercle donné, 

I . I 4 



on a 



+ 



r' r 

3** Que la projectiçn de la tangente commune sur la ligne des 
centres a une longueur constante et égale à R. 

Soient K, K' les centres des deux cercles MO A, MO A'. 

1® Il faut prouver que 
rangle K'MK est droit : 

L'angle K'OK est droit 
comme formé par deux 
droites OK',OK, bissectrices 
de deux angles supplémen- 
taires. Or, les deux trian- 
gles MK'K, OK'K sont 
égaux comme ayant les 
trois côtés égaux; donc 
l'angle K'MK, égal àTangle 
KOK', est droit; et les 
deux cercles se coupent 
orthogonalement. 




2o 



4-_L=-l 



Le triangle KMK' étant rectangle, on a 

r« -f r' = KK'«. 
Menons KG parallèle au diamètre AA' : 
Le triangle rectangle KGK' donne 

KK'*=KG* + K'G*. 

Or KG = OC + OC = R ; 



K'G = K'C' — K!C= |/f'«-2* — yr»— £^; 



donc on aura 



/'» 



+..+,..=K.-£.-+...-|-4^')(. _ E): 

et en élevant au carré 

R* / R" R*l 

ou 4r'V2 ss. R«(r« + r *) 

et en divisant les deux membres par R*r* r *, on a 

3<» Soit PR la tangente commune aux deux circonfé- 
rences; sa .projection sur la ligne des centres EK' esl KD. 

Le triangle rectangle KIK' donne 
^^ KP KK'« — K'P r» +r « — (r— r')* 2rr' 

KK' KK' y/r*+r'* v/r*-fr»' 

En élevant les deux membres de cette égcalité au carré, 






on aura kD*=-^t-,„ 

ou —l— = 

Si on compare cette égalité à l'égalité 

on voit que — ^ = — 

^ KD« R« 

<îu KD = R. 
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Donc la projection de la tangente commune aux deux cir- 
conférences est constante ^l égale à R. 

Nota. —La même question a été résolue par MM. Depieri'es, à Pontarlier; 
Deville, à Lorient; Pigeaud, à Gh&teaaroux ; Vazon, au collège RoUin , Ghaillot, 
à Nantes. 



QUESTION 28 

ISvlatioil par M. /acqubvbt, École d'Àrcueil. 



Déterminer xetj diaprés les équations 
x(i -}- ^*^* ^ — co« 0) — y sin ô(i + cos ô) = c(i -|- cos 6) 
y( I -j- ooê^ ê) — . X sin^ €ôi fi TacsM ^ 
et élimner 6 eiUre eet deuœ éqHOtions. (Wolstenholme.) 

La seconde équation donne 

X = y(» -f coy» 6) -- c aig 4 

sin • CO0 
Substituant dans la première «t rMaiiant^ il vient 

y( I — cos 6) «6= c tin 1 

., . c «in 6 

dou y = . 

^ t-^coi9 

Portant cette valeur de^ dans la relation (A) on a après 

réductions ac = c — — r-« 

I — cos ô 

Si Ton remargue que — r- = cotg* — 

^ ^ I -^ cos • ^2 

, gin« , ô 

et que " ■ ' = cotg —, 

I — cos 6 z 

e 

on a x^^ c cotg' — » 

y =c cotg — ; 
il suit de là que i/' — ex =z o. 

NoTA.^ — A résolu la même question : M. Varnier, élève au lycée dû 
Bar-le-Duc. * 

— *iB*— ^ I II 
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QUESTIONS PROPOSEES 



39. — On donne deux droites rectangulaires OA, OB, et 
deux autres droites A, A', parallèles à OA. Soit M un point pris 
sur A, et supposé mobile sur cette droite ; élevons au point M, 
à OM, une perpendiculaire qui rencontre OA au point A; 
joignons celui-ci au point G, point de rencontre de A' et de 
OM, et sur cette droite AG abaissons de une perpendicu- 
laire 01. Démontrer que le lieu du point I est une circonfé- 
rence. (G. L.) 

40. — Trouver le lieu des points tels que si de ces points 
on mène des tangentes à une parabole, elles forment avec une 
droite fixe un triangle isoscèle. (Gr. L.) 

41. — On considère une parabole P, et par un point M, 
pris sur cette courbe, on mène une normale qui rencontre 
l'axe au point Q. Sur MQ comme diamètre, on décrit un cercle 
G, et Ton demande le lieu géométrique décrit par le point 
de concours de la normale MQ avec la polaire du sommet de 
la parabole [par rapport à G. (G. L.) 

42. — On considère une parabole P; d'un point M, mobile 
sur cette courbe, on abaisse une perpendiculaire MA sur son 
axe. étant le sommet de la courbe, on imagine une ellipse 
ayant pour axes, en grandeur et en position, OA et MA. 
Trouver le lieu des foyers de cette ellipse. (G. L.) 

43. — Trouver le maximum du produit x**^ y**, sachant que 
les variables positives x et y sont liées par la relation 

xP y^ -\- €CP' y^' = K. 



Le Rédacteur-Gérant, 
E. VAZEILLE. 
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LE CINQUIEME LIVRE 

Par M. lianYernay, professear au Collège RoUin. 
{Suite et fin, voir p. 121.) 




Fig. 8Si. 



ANGLES POLYÈDaES 

Définitions. — On appelle angle polyèdre la figure formée 
par plusieurs plans passant par un même point S et limités 
à leurs intersections successives SA, SB, ... (fig. 32). Le point 
S esilesommet, les droites SA, SB, ... sont 
les arêtes y les angles ASB, BSG, ... for- 
més par deux arêtes consécutives, sont 
appelées faces et les plans de deux faces 
consécutives forment les dièdres de T angle 
polyèdre. — Le plus simple des angles 
polyèdres est celui formé par trois plans ; 
on l'appelle angle trièdre. Un trièdre est 
dit rectangle, birectangk ou trirectangle 
selon qu'il a un, deux ou trois dièdres 
droits. 

On dit qu'un angle polyèdre est convexe, lorsqu'il est 
situé tout entier d'un même côté du plan indéfini de Tune 
quelconque de ses faces ; il est concave dans le cas contraire. 
— Dans tout ce qui suit, il ne sera question que d'angles 
polyèdres convexes. 

La section d'un angle polyèdre convexe par un plan ren- 
contrant toutes les arêtes d'un même côté du sommet est 
un polygone convexe. 

Si l'on prolonge au delà du sommet toutes les arêtes d'un 
angle polyèdre, on forme un second angle polyèdre, appelé 
symétrique du premier, dont les faces sont égales à celles du 
premier, et les dièdres égaux à ceux du premier, comme 
opposés par l'arête ; mais ces deux angles polyèdres ne sont 
pas superposables. Pour le montrer, il suffît de considérer 
deux trièdres symétriques {fig. 38). 

JOURNAL DB MATH. ÉLÂM . 1882. 7 
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Pour fixer les idées, supposons la face ASB située dans 
le plan du tableau etTarôteSCen avant, son prolongement 

se* sera en arrière. Si les deux 
trièdlre§ étaient superposa- 
bles, nécessairement les deux 
faces égales ASB, A'SB' coïn- 
cideront; or il n'y a que deux 
moyens de superposer deux 
angles plans égaux, soit en 
mettant SA sur SA' et SB sur 
SB', soit SA sur SB' et SB sur 
SA'. 

Dans le premier oas, faisons 
tourner le trièdre SA'B'C de 
i8o* autour de la perpendi- 
culaire menée par S au plan 
de la face ASB ; ASB' coïn- 
cidera avec ASC, mais Tarète 
se qui Mi un angle obtus 
avec la partie antérieure de 
Taxe de rotation ne peut coïncider avec SG, qui fait néces- 
sairemeiit un angle aigu avec cette même partie de l'axe. 

Dans le second cas, faisons tourner le trièdre SA'B'C de 
i8o« autour de la bissectrice SX de Tangle B'SA, l'angle 
B*SA* coïncidera aveo son égal ASB ; mais l'arête SC* qui 
ftiit, par exemple^ un angle obtus avec la portion SX de l'axe 
ne pourra coïncider avec SC qui fait au contraire avec SX 
un angle aigu. 

RËMARQts. — La superposition aurait lieu si le trièdre avait 
deux dièdres égaux ; car, dans le second mode de rotation, 
le dièdre SB' étant égal au dièdre SB, si on suppose oe der* 
nier égal au dièdre SA, la face C'SB' viendra dans le plan de 
la face ASC, par conséquent SC sera quelque part dan* 1» 
ftice ASC par la môme raison, elle sera aussi dans la fàoe 
BSO; donc SCsera à leur intersection, c'est-à-dire surSG« 
Si on appelle trièère isoseète tout trièdre qui possède deux 
dièdres égaux, la remarque précédente démontre le théorème 
suivant : 




9. 



— 147 — 

Dam tout triédre isoscèkt les faces appoiies auo; dièdres égaux 
sont égales. 

Car dans la superposition précédente» on yoit que l'on a 

B'SC = ASC ; 
or B'SG '= BSC, 

donc ASC = BSC. 

Régiproqusmeiit* — Si dam un triédre^ deux faces sont 
égales^ celuh-ci est isoscèk. 

Soit ASC = BSC, plaçons le triëdre SA'B'C de façon que 
la face B'SG' coïncide avec son égale ASC, les dièdres SG',SC 
étant égaux, le plan A'SC coïncide avec BSC, et dans ces 
plans SA' avec SB, puisque ASC = ASC =BSC; donc les 
deux triëdres coïncident; SB' étant sur SA, ce dièdre SA est 
égal au dièdre SB. 

Théorème I. — Dans tout triédre, la somme des trois 
dièdres est comprise entre six droits et deux droits. 

La première partie est évidente, puisque chaque dièdre 
est inférieur à deux droits. 

Sur les trois arêtes prenons les longueurs SA, SB, SC, 
égales entre elles (fig. 34] et 
joignons AB» BG, GA; les an- 
gles SAB, SAC sont nécessai- 
rement aigus^ les triangles 
ASB^ ASC étant isoscèles; par 
conséquent le plan mené par 
A perpendiculairement à Ta- 
rête SA laisse du même côté 
les deux droites AB> AG ; donc 
Tangle dièdre A est supérieur 
à l'angle BAG (th. III, diè- 
dres). Gomme il en est de 
même pour les deux autres 
dièdres, la somme des trois 
dièdres est supérieure à la 
somme des angles du triangle 
ABG,c'est-à-dire à deux droits. 




Fi9*S4. 



Thôoràma U.-- Bcm tout trièdre, chaguedHArtÊiusfmeinié 
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de deux droits donne une somme supérieure à celle des deux 
autres. 

. Considérons le trièdre SA'BG dont l'arête SA' est le pro- 
longement de Tarête SA du trièdre SABC ; par conséquent 
les deux dièdres SA, SA'' de ces trièdres sont égaux; d'après 
le théorème précédent appliqué au trièdre SA'BG on a 

dièdre SA' + A'SBG + A'SGB > 2 dr 
ou dièdre SA + 2 dr — ASBG + 2 dr — ASGB > 2 dr. 
et par transposition SA -f* 2 dr + ASBG -|- ASGB. 

Théorème III. — Dans tout angle polyèdre, la somme des 

-, dièdres est supérieure à 

autant de fois deux droits 
qu'il y a de faces moins 
deux. 

Menons le plan ABCD 
(fig, 85) rencontrant 
toutes les arêtes d'un 
même côté du sommet, 
et par l'arête SA et 
chacune des arêtes non 
situées dans les faces 
adjacentes menons des 
plans qui décomposent 
l'angle polyèdre en 
Fig. 35. n — 2 trièdres, si l'an- 

gle polyèdre possède n faces ; or si on considère ces triè- 
dres, on a les n — 2 inégalités 

GSAB + ASBG + BSGA > 2 dr 
DSAG + ASCD + GSDA > 2 dr 




ajoutant on a : 
Somme des dièdres de l'angle polyèdre > 2 dr (n — 3) 

Théorème IV. — Dans tout trièdre la somme des trois 
faces est inférieure à quatre droits. 

Prenons SA = SB = SG (fig. 36) et soit le point de con- 
cours des perpendiculaires menées par les milieux a, {5, y 
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des côtés du triangle ABG sur ces côtés ; les droites Sa, 
Sp, Sy sont respectivement perpendiculaires à BG, A.G, BA, 
car SO est perpendiculaire 
au plan ABG (th. Y, dr. et 
plans perp.). Les triangles 
BGO, BGS ayant même 
base BG et la hauteur aO 
étant inférieure à aS, obli- 
que par rapport à OS, on a 

BSG < BOG 
de même CSA < GOA 

ASB < AOB 
ajoutant membre à mem- 
bre ces inégalités, on voit 
que la somme des trois 
faces est inférieure à la 
somme des angles formés 




Fig, 36. 



autour du point 0, c'est-à-dire à quatre droits. 

Si le point était à l'extérieur, la même inégalité a lieu 
à fortiori, puisque la somme des deux angles AOB, BOG 
est représentée par le troisième AOG, qui est évidemment 
inférieur à deux droits. 

Théorème V. — Dans tout tinèdre^ une face quelconque 
est moindre que la somme des deux autres. 

Soit SA' le prolongement de AS, d'après le théorème pré- 
cédent appliqué au trièdre SABG on a 

A'SB -f A'SG 4- BSG < 4*' ; 
or £* = A'SB 4- ASB, 

2* = A'SG 4- ASG. 
ajoutant cette inégalité et ces égalités membre à membre, 
on a, après réductions : BSG < ASB + ASG. 

Théorème VI. — La somme des faces d^un angle polyèdre 
est moindre que quatre droits. 

Menons le plan ABG (fig. 35) rencontrant toutes les arôtes 
d'un même côté du sommet; si n est le nombre des f^ices de 
l'angle polyèdre, nous formons ainsi n trièdres ayant leurs 
sommets en A,B,G...9et d'après le théorème précédent on a 



1 



ld0 n inégalités 
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BAF < BAS + PAS 
ABC < ABS + CBS 



EFA < EFS + AFS 
et identiquement 

Somme des angles en S = somme des angles en S. 

Ajoutant ces inégalités et l'égalité membre à membre, on 

a, en observant que le second membre contient la somme des 

trois angles des n triangles ayant leur sommet commun en S ; 

Somme des angles du polygone ABC . . . -j- somme des 

angles en S < 211**, 
ou 2n** — 4* + somme des angles en S < 2»* 

d'où par transposition : 

somme des angles en 8 < 4**' , 

Irièdres supplémentaires. 

Lexnme. — Sa, par un point de l'arête d^un dièdre, on 
élèoe les perpendiculaires à chacune des faces en dirigeant celles- 
ci du côté de 
Vautre face, V an- 
gle de ces deux 
droites est sup- 
plémentaire de 
l'angle plan cor- 
respondant du 
dièdre. 

Soit le plan P 
perpendiculaire 
à l'arête SC du 
diëdre (fig. 37 ), 
l'intersection de 
ce plan arec le 
dièdre détermi- 
ne l'angle plan 




Fig. 37, 



ASB correspondant, et contient les perpendiculaires SA', 
SB' à chacune des faces ; ces droites sont toutes deux dans 
^intérieur, ou à l'extérieur de l'angle ASB, selon que celui- 
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ci est obtus ou aigu ; or on a évidemment 

i*=ASB' + B'SÂ' 
et par construction 

ï« «s B'SB. 
Ajoutant, il vient 

3<^ t=i ÂSB' + B'SB -I- B'SA.' st A8B «f- B'SÂ . 

» 

Théoràme» — Si par le sommet d'un trièdre^ on mène la 
perpendiculaire à chacune des faces, en dirigeant celle-ci du 
côté de la troisième arête, on forme un second trièdre dont les 
faces et les dièdres sont supplémentaires des dièdres et des faces 
du premier. 

En eflfet, Tarête SA*, perpendiculaire à la face ESC, étant 
dirigée du côté de SA, est dirigée du côté de la face CSA; de 
même SB', perpendiculaire a la face CSA, est dirigée du 
côté de la première face BSÛ ; donc, d'après le lemtne,rangle 
A'SB' est supplémentaire du dièdre SG formé par ces deux 
faces BSC, CSA. 

Pour démontrer que les dièdres du second sont supplé- 
mentaires des faces du premier, il revient au même de prou- 
ver qu'en opérant sur le second trièdre comme on vient de 
de faire sur_ le premier on retrouve celui-ci ; en d'autres 
termes que SA, par exemple, est perpendiculaire à la face 
BSC du même côté de ce plan que SA'. 

En effet SB' est perpendiculaire à la face ASQ» par con- 
séquent sur SA ; de môme SC perpendiculaire à la faco ASB 
est perpendiculaire sur SA ; donc la droite 6A perpendicu* 
laire aux deux droites SB', SC est perpendiculaire à leur 
plan* 

J)'ailleurs SA 6st du même côté que SA'i puisque BA' a 
été menée du côté de SA. 

Définition. ^ Les deux trièdres qui jouissent dô la 
propriété d'être réciproquôi l'un de l'autrô, sont appelés 
supplémentaires. 

Cette propriété permet de déduire ISs théorèmes 4|5,3 des 
théorèmeâ l. S) 3» ôu inversement. 
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ÉGALITÉS DES TRIÈDRES 

Définition. — Si on considère plusieurs dièdres ayant 
une face commune P et une arête commune AB (fig. 88)^ 
chacun de ces plans Q forme avec le plan P deux drièdres 
supplémentaires; pour définir le dièdre que l'on veut consi- 
dérer parmi les deux, on conviendra de prendre pour angle 
correspondant au dièdre celui formé par la perpendiculaire 




Fig. 38. 

AC menée de A sur Tarète BG avec la perpendiculaire Ga 
menée dans le plan P sur cette même arête, cette dernière 
droite Ga étant toujours menée de la gauche vers la droite 
pour un spectateur placé suivant la perpendiculaire Aa et 
regardant AB. Ainsi les dièdres formés par Q, Q' Q*' avec le 
plan P sont respectivement mesurés par AGa, AG'a, AG^x. 

Lemme. — Par une droite AB obltqiie à un plan P on 
peut mener généralement un plan et un seul formant avec le 
premier un angle donnée (fig. 39). 

Soit aB la projection de AB sur le plan P, menons AC 
formant avec aB l'angle donné Y,et du point a comme centre, 
avec le rayon aG, décrivons la circonférence ; si par B on 
mène les tangentes à cette circonférence, l'une d*elles BC 
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3era telle que Tangle ACa égal à y sera formé dans le sens 
indiqué par la définitiou précédente; or le plan Q conduit 




B C. 



a^ 



Fig. 89. 



par AB et BG fait avec le plan P un dièdre mesuré par y, 
d'après le théorème des trois perpendiculaires. 

Remarque. — Pour que le plan Q existe, il est nécessaire 
que l'angle donné y soit supérieur à l'angle de AB avec le 
plan P, si ce dernier angle est aigu et soit au contraire 
inférieur à ce même angle supposé obtus. Ceci résulte du 
théorème sur la ligne de plus grande pente. 

Théorème. — Dexix trièdres sont égauXy s'ils ont, soit . 

1® Les trois dièdres égaux chacun à chacun ; 

2® Deux dièdres égaux chacun à chacun et les faces com- 
prises entre ces dièdres égales entre elles ; 

3** Un dièdre égal adjacent à deux faces égales chacune à 
chacune ; 

4^ Les trois faces égales chacune à chacune. 

Cet énoncé suppose en outre que les éléments égaux sont 
disposés dans le même ordre ; s'il en était autrement, les 
deux trièdres seraient symétriques. 

Premier cas. — Soient les deux trièdres SABG, S'A'B'C 
f/îj. 40) dont les trois dièdres sont égaux chacun à chacun' 
et disposés de la même manière ; le théorème, s'il y a deux 

JOUANAL OB MATH. éiilC. 1882 • 7. 
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dièdres droits, n'est autre que celui du théorème IV(p. 148). 
Mais supposons qu'il y ait au moins deux dièdres SB, SC 
non droits. Dans le premier trièdre, menons le plan BA.C 
perpendiculaire à Taré te SA et dans le second le plan BAC 
perpendiculaire à S'A', et supposons A'B' = AB. Transpor- 
tons ce second trièdre sur le premier de, manière que les 
deux dièdres égaux S'A', SA coïncident, A'B' étant sur AB ; 




ces deux trièdres ont déjà deux faces superposées en direc- 
tion ; je dis que leurs troisièmes faces B'S'C, BSC coïnci- 
dent; car, s'il en était autrement, ces deux faces ayant le 
poinl commun B se couperaient suivaat une droite située 
dans le plan ASB, ou oblique par rapport à ce plan. Dans la 
première hypothèse, cette droite d'intersection ne serait autre 
que BS, oblique par rapport au plan ASC, puisque les 
dièdres SB, SG ne sont pas droits ; donc, d'après le lemme 
précédent, les deux faces BSC, B'S'C coïncident. Dans la 
seconde hypothèse, soit BC la droite d'intersection oblique 
par rapport au plan BSA; d'après le même lemme les deux 
faces BSC ou BSC et B'S'C coïncident; 

Les deuxième et troisième cas se démontrent par la super- 
position (voir la démonstration du !«' et du 2« cas de 
l'égalité de deux triangles}. 
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Quatrième cas. — Soient les deux trièdres SABG, S'A'B'C 
(fig. 4i)y ayant leurs trois faces égales chacune à chacune 
et disposées dans le même ordre; prenons les points A, B, 
G, A', B', G' sur les arêtes, tels que 

SA = SB = se = = SA' = SB' = SC 

Les deux triangles ABC, ABC sont égaux comme ayant 
leurs trois côtés égaux chacun à chacun, d'après l'égalité des 
triangles isoscèles ASB, A'S'B', etc. 

Soient et 0' les centres des cercles circonscrits aux 
triangles ABC, A'B'G, les rayons OA, O'A' de ces circonférences 




Fig. 4/. 

sont égaux, puisque ces triangles le sont; or, les droites 
SO, S'O' sont perpendiculaires aux plans de ces triangles, 
d'aprës le théorème V (droites et plans perpendiculaires); donc 
les triangles rectangles OSA, O'S'A' sont égaux, comme ayant 
Fhypoténuse égale et un côté de l'angle droit égal; donc 
OS' = OS. Par conséquent* si on transporte le trièdre S'A'B'C 
sur le premier j de façon que les triangles égaux A'B'C, ABC 
coïncident, les centres 0' et coïncideront^ par suite les 
perpendiculaires O'S'OS se superposeront et S' s'appliquera 
sur S ; donc les deux figures coïncident et les deux trièdres 
sont égauxi 
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ÉQUATIONS QUADRATIQUES ('). 

Par M. €}. de liongchamps. 



1. — Ou dit qu'uae équation de degré m est quadratique 
lorsque sa résolution dépend seulement d'équations qui sont 
tout au plus du second degré. Lorsqu'un problème conduit à 
une équation de degré supérieur à deux, le problème proposé 
n'est pas, en général, soluble par la règle et le compas. Mais, 
dans certains cas particuliers, la résolution de l'équation 
trouvée peut se faire par des équations du second degré ou 
du premier degré; on peut dire, pour exprimer ce fait, que 
le problème donné est quadratique. 

Par exemple, et pour citer des exemples très connus, la 
trisection de l'angle n'est pas un problème quadratique, en 

général; mais la recherche de tg — a, connaissant tg a, cou- 

4 
duit à une équation du quatrième degré qui peut se résoudre 

par des équations du second degré ; ce dernier cas est un 
exemple de problème quadratique. 

On sait, depuis Abel, que les équations du degré supérieur 
à quatre, ne sont pas en général solubles par radicaux ; la réso- 
lution même des équations du troisième et du quatrième 
degré est soumise à tant de difficultés pratiques et elle ren- 
contre dans ce qu'on nomme le cas irréductible, une- impos- 
sibilité si absolue, que l'on peut considérer, croyons-nous, 
cette résolution comme plus théorique que pratique. De là 
résulte le grand intérêt qui s'attache aux équations quadrati- 
ques du troisième et du quatrième degré. Nous allons, dans 
cette note, entrer dans quelques détails sur ces équations. 



(*) Hbrmitte, Journal de Borchardt, t. 52. 

Darboux. Journal de Mathématiques pures et appliquées , t. 18, p. 220. 

Mathieu, Mémoire sur la résolution des équations, annali di Mathematicu 
pura ed applicata^ t. TV. 1862. 



:• •: ..* 
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ÉqualiaiiH réciproques du quatrième degré, 

2. — Nous nommerons, en généralisant la définition donnée 
ordinairement, équation réciproque du quatrième degré, celle 
qui jouit de cettepropriélé que ses racines (nous admettons 
qu'elles sont en nombre égal à 4), ac^, a?,, x^, x^, peuvent, 
quand on les groupe convenablement, donner la relation 

• X^X» ~^~ X^Ay^* 

Nous désignerons par K ces deux produits égaux et,emprun- 
tant des idées qui sont développées dans les cours de mathé- 
matiques spéciales, quand on traite de rabaissement des 
équations, nous allons montrer, par des considérations qui 
peuvent ôtxe d'ailleurs présentées dans les cours élémentaires. 
queTéquation réciproque du quatrième degré est quadratique. 

3. — La première question qui se présente dans ce pro- 
blème est, évidemment, la suivante: Une équation du quatrième 
degré étant donnée^ a-t-elle des racines jouissant de la propriété 
énoncée ci-dessus ? 

Soit kx' + Bx' + Gx» + Dec + E = o (1) 

l'équation proposée: ses racines étant désignées par Xi^x^.x^, 
u?4, supposons que XiX^ = XiX^ = K. 

Dès lors, les quatre racines peuvent être représentées par 

K ^ _K^ 

X^ X}^ 

K 

Posons y = — 

^ X 

f^t considérons l'équation, # 

AK* + BK'y + GK*t/« + DKj/» -|- Et'* = (-2) 

dont les racines sont t/i = — y 2 = -^ 

Xi J^ 

Xi 

K K 

x^ 

K K 

ou encore, a*,, — a;,. — . 

De cette remarque il résulte que les équations (i) et (2) ont 
les mêmes racines. 
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4. — Du théorème élémentaire, un des premiers qu'on 
rencontre dans l'étude de Talgèbre, — nous voulons parler de 
celui qui établit que la condition nécessaire et suffisante pour 
qu'un polynôme entier f (ce) soit divisible par {x — o) est 
f(a)=:o, on déduit facilement, et nous ne voulons pas entrer 
ici dans ce détail, que les équations (1) et (2) sont identiques. 
On en conclut que les coefficients sont deux à deux propor- 
lionnels, et Ton peut écrire 

E "~ DK "" GK« "~ BK» ~" AK* 

De ces relations ou déduit 

B« A • 

Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant : 

Théorème. — Lorsqu' une équation du quatrième degré 
Ax* + Bx» + Cx« + Dx + E = o 
est j^éciproque (sens général), les coefficients extrêmes sont pro- 
portionnels aux carrés des coefficients voisins. 

Il est facile de reconnaître, et d*ailleurs sans rien emprunter 
aux connaissances qui sortent du cercle des mathématiques 
élémentaires, que la réciproque du théorème précédent est 
vraie. 

Si les coefficients A, B, G, D, E, de l'équation générale du 
quatrième degré sont tels que 

on a entre les racines x^, a?,, cCg, x^ la relation 

1 % *"" *^8 ^4 ' 

Mais nous ne voulons pas insister sur cette partie théorique. 
t[ui rentre plus naturellement dans renseignement des mathé- 
matiques spéciales. Nous avons surtout en vue, ert ce moment^ 
le côté pratique de la résolution algébrique des équatiousdu 
quatrième degré quadratiques, et nous allons maintenant effec- 
tuer cette résolution en supposant^ d'abord, que les coefficients 
satisfont à la relation (1). (il suivre). 
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ECOLE NAVALE 



CONCOURS DE 188^2 

Géométrie et statique. 

1. — Diviser uae droite en moyenne et extrême raison; — eomme application 
inscrire un décagone régulier dans une circonférence. 

2. — On donne une sphère solide et trois points A, B, G, sur cette sphère. 
Décrire, avec le compas, un petit oerde passant par les points B , G, et faisant 
un angle donné avec le plan du grand cercle décrit de A comme pôle. 

3. — On donne un polygone homogène et solide quelconque Ai, Aj, Aa....; 
suivant la direction des côtés ai^ (h) a^*" sont appliquées des forces Fi,F3,F3... 
qui leur sont proportionnelles. Prouver que le système se réduit à un couple, 
et que le moment de ce couple est proportionnel à la surface du polygone. 

Gfréométrie descriptive. 

On donne un ])oint U dans le plan horizontal, à 0'".04 de la ligne de terre, et 
un point Y dans le plan vertical, éloigné de la ligne de terre de 0*,06 ; on donne 
la longueur de la droite HV de l'espace, longueur qui est de 0",107. Mener par 
cette droite un plan faisant un angle de 59* avec le plan bissecteur du premier 
dièdre. 

Arithmétique et algèbre. 

1. -« De combien de manières peut-on décomposer le nombre 35280 en un 
produit de deux facteurs premiers entre eux ? Le démontrer et généraliser. 

2. — Parmi tous les triangles rectangles de même périmètre, trouver celui 
dont le cercle inscrit est maximum. 



ÉCOLE SAINT-GYR 



CONCOURS DE 4882 

Mathématiques. 

i. Étant donnés un cercle de rayon r, et un point A dans soil plan, à une 
distance d du centre, on suppose menée par le point A une sécante telle que 
la somme des carrés des segments compris entre ce point et le point d'inter- 
section avec la circonférence soit égale à un carré dodne m', démontrer que 
si a désigne l'angle que la sécante fait avec le diamètre passant par le point 

^ m^ -^ "îr^ 
A,on aura la formule cos 2a = — ' . (1) 

Discussion. Limites de m, quand on fait \arier a, lé point A étailt à Tinté^ 
rieur du cercle. 
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2. Calcul logarithmique. La formule (1) étant admise, calculer l'angle a à 
un dixième de seconde près en supposant : 

(a) la distance d égaie au plus grand segment du ra^on r divisé en moyeiuie 
et extrême raison, et m égale au double de la moyenne proportionnelle entre 
r et d ; 

(b) d = — r- r, m = d yjs. 

o 

3. On connaît dans un triangle ABC deux côtés b et c, et l'on sait que 
ce triangle est équivalent au triangle équilatéral construit sur le troisième 
côté a; calculer co côlé a et l'angle A. — On établira les deux équations 
propres à déterminer chaque inconnue indé[)endamment de l'autre, et on 
montrera la concordance des résultats que fournit leur discussion. 

Géométrie descriptive. 

La base ABC d'une pyramide SABC est parallèle au plan horizontal de 
projection, au-dessus de ce plan, et à une distance de 2i millimètres. Le 
côlé BC, pirallèle à la ligne de terre, égale 113 millimètr s, et est éloigné da 
plan vertical, en avant, de 15 millimètres. Les côtés AC et AB valent repc- 
tivement 101 millimètres et 76 millimètres. Le triangle SAC est isoicèle;les 
angles égaux SAC et SCA valent chacun Gi**, enfin l'arête SB égale 11 i milli- 
mètres. On demande : 

1" De construire les projections de la pyramide ; 

2" De déterminer les projections du centre o de la sphère circonscrite à la 
pyramide ; 

3" De déterminer les projections et la vraie grandeur de la section que 
fait dans la pyramide le plan mené par le point o parallèlement aux deux 
arêtes opposées AC et SB. 



SOLUTION DES PROBLÊMES 

DONNÉS AU CONCOURS DE L'ÉCOLE NAVALE (1882, 



On donne une sphère solide et trois points A, B, C sur cette 
sphère; décrire, avec le compas, un petit cercle passant par les 
points B, G, et faisant mi angle donné avec le plan du grand 
cercle décrit de A comme pôle. 

(Le lecteur est prié de faire la figure.) 

Un premier lieu du pôle du petit cercle cherché est le grand 
cercle perpendiculaire au milieu de Tare de grand cercle BC. 
En outre, si j'appelle le centre de la sphère, P le pôle du 
petit cercle, Tangle des rayons OA et OP est égal à Tangle 
des deux plans; donc l'arc de grand cercle PA est connu; il 
en résulte que le pôle P est sur un petit cercle décrit de A 
comme pôle avec un rayon sphérique donne par l'angle indi- 
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que pour les deux plans. Le point P se trouvera donc à Tin- 
tersèction de deux cercles de la sphère; il sera donc facile do 
le trouver avec le compas. Le problème aura en général deux 

solutions. 

On donne un polygone homogène et solide quelconque A^A.^^,,,; 
suivant la direction des côtés a^, a^, a, ... sont appliquées des 
forces Fi, Fj, Fj ..,, qui leur sont proportionnelles. Prouver 
qm le système se réduit à un couple^ et que le moment de ce 
couple est proportionnel à la surface du polygone. 

On peut choisir Téchelle qui sert à représenter les forces 
par des droites finies de telle sorte que a^, a,, a^ ... a„ aient 
les longueurs représentant les forces appliquées suivant ces 
côtés. Alors, la résultante de translation s'obtiendra en com- 
posant les forces données, transportées parallèlement à elles- 
mêmes en un même point; nous choisirons par exemple le 
point A. La résultante sera le dernier côté du polygone des 
forces construit à partir de A^; ce dernier polygone n'est 
autre que le polygone donné, lequel se ferme de lui-même ; 
la résultante de translation est donc nulle, et par suite les 
forces se réduisent à un couple. 

Les couples composants étant situés dans le plan de la fi- 
gure, il en est de même du couple résultant; et pour avoir le 
moment du couple, il suffit de prendre la somme des moments 
des forces par rapport à un point du plan; si Ton prend ce 
point à l'intérieur du polygone, il est facile de voir que la 
somme des moments des forces est égale au double de la ' 
surface du polygone. Si le point était extérieur, il faudrait 
prendre avec le signe moins quelques-uns des triangles ayant 
pour sommet le point et pour bases les côtés du polygone ; 
ces triangles correspondraient à des moments négatifs; et 
l'on arriverait encore au même résultat. 



De combien de manières peut-on décomposer le nombre 3 5 280 
^ un produit de deux facteurs premiers entre eux? Le démon- 
trer et généraliser. 

Le nombre 35280, décomposé en fadeurs premiers donne 

35280 = 2*. 3* . 5 . f. 
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Pour obtenir un produit de deux nombres premiers eutre 
eux, il faut que chacun des facteurs premiers entre, dans 
run ou l'autre de ces nombres, avec son exposant propre; 
sans quoi, s'il entrait dans l'un des nombres avec un expo- 
sant inférieur à celui qu'indique la décomposition en facteurs 
premiers, on devrait en outre le retrouver dans l'autre 
nombre et par suite les deux facteurs ne seraient pas pre- 
miers entre eux. Il est, du reste, évident que cette condition 
est suffisante. Il ny a donc pas, ici, à s'occuper de l'exposant 
de chaque facteur. 

En général, si Ton a un nombre A, dont les facteurs pre- 
miers Sont a, bf C, d, ... de sorte que l*on a 

il suffira, pour le décomposer en un produit de deux nombres 
premiers entre eux, de mettre chaque facteur premier avec 
son exposant propre dans l'un ou l'autre des deux nombres 
cherchés. 

Cela posé, je pourrai former l'un des nombres (ce qui me 
donnera immédiatement l'autre) en prenant de toutes les 
manières possibles un, deux^ trou * . . des facteurs premiers 
différents qui entrent dans le nombre A.; il est facile de voir 
que le nombre de groupes que j'obtiendrai ainsi sera le double 
du nombre de produits cherchés ; en effet, s'il y a |? facteurs 
premiers, quand je prends un groupe de m quelconques de ces 
facteurs, il en reste un groupe de p — m, que j'obtiendrai en 
' prenant de toutes les manières possibles p — m des facteurs 
donnés. 

D'après cela, je pourrai prendre, dans le nombre donné : 
les facteurs un à un, ce qui donne 4 produits 

— deux à deux — 6 — 

— trois à trois — 4 — 

J'aurai ainsi 14 produits ; donc, d'après ce que je viens de 
dire, il y aura 7 manières différentes de décomposer le nombre 
35280 en deux facteurs premiers entre eux. J'ai négligé le 
produit du nombre donné par i, que l*on peut considérer 
comme ne répondant pas à la question. 



<r*i 
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Parmi tous les triangles rectangles de mêm périmètre, trouver 
cdiH dont le cercle inscrit est moùnmum. 

Appelons a?, y, les côtés deFangle droit, js rhypoténuse, et 
R le rayon du cercle inscrit. 

Nous avons, entre ces quatre quantités, la relation 
• X -^ y = z -\- 2R. 

Donc, en appelant 2p le périmètre, nous avons immédiate- 
ment » = p — R. • 

D'autre part, x et y sont liées aux deux quantités pet R par 
les deux équations x^ -^ y* =z{p — R)*, 

Xff — 2pR, 

la première étant une conséquence immédiate de ce qui pré- 
cède et la seconde donnant deux expressions du double de la 
surface du triangle. 

D'aprqs cela, si Ton considère a? et j/ comme les racines de 
l'équation X« — AX + B = o, 

on a, pour déterminer A et B, les relations 

B = 2pR, 
A» — 2B = (p — R)« ; 
donc A« = (p + R)« 

et comme A doit être positif, il vient A == p -f- R» 
Par suite l'équation qui donne x et y est 

X» — (p + R) X + 2pR = o. 
La condition de réalité des racines est 

(p + R)» — 8pR> o. 
A la limite, le triangle sera isoscèle ; il faut pour cela que 
l'on ait R« — 6pR + p« = o ; 

d'où R = p(3 ± 2 V^ 

Gomme R doit être inférieur à p, nous devons rejeter le signe 
-)-, et par conséquent, R devant toujours être en dehors des 
deux racines pour que le trinôme soit positif, nous voyons 
que la valeur maxima de R est donnéej)ar l'expression 

R=p(3 — 2V'2) 



On dôme un point H dans le plan horizontal, à o"*,04 de la 
ligne de terre, et un point V dans te plan vertical, éloigné de 
la ligne de terre de 0^,06; on donne la longueur de la droite 
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HV de Fespace^ longueur qui est <fe 0,107. Mener par cette droile 
un plan faisant un angle de 5o® avec le plan bissecteur du pre- 
mier dièdre. 

!• Pour déterminer la position du point H, le point V 
étant pris arbitrairement sur le plan vertical à 0,06 de la 




ligne de terre, on cherche le point Hj de cette dernière 
ligne situé à une distance de V égale à 0,107. Puis, de la 
projection horizontale v du point V, comme centre, avec 
vHj comme rayon, on décrit un arc de cercle qui ren- 
contre au point H une parallèle à la ligne de lerre menée 
à une distance de 4 centimètres, La ligne vK est la pro- 
jection horizontale de la droile donnée. 
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î2^ On prend comme nouveau plan verlical le plan de 
profil passant par Y. On a ainsi en vB^ la trace du plan 
bissecteur, et en V,fc', la nouvelle projection verticale de 
YH. On a ainsi immédiatement le point d'intersection de 
la droite YH avec le plan bissecteur ; ce point se projette 
en (c, c'j). 

3^ Le plan cherché rencontre le plan bissecteur suivant 
une droile facile à déterminer, car el}e est tangente à un 
cercle obtenu de la manière suivante : son centre est en 
0,, pied de la perpendiculaire abaissée de Y, sur la trace 
vB, du plan bissecteur, et 3on rayon est le côté de l'angle 
droit d'un triangle rectangle dont l'autre côlé est Yj|0„ et 
l'angle opposé vaut 5o®. En rabattant le plan bissecteur sur 
le plan horizontal, on peut construire le cercle précédent ; 
le point G se rabat en c,; de ce point, je mène une tan- 
gente au cercle ; cette tangente rencontre la ligne de terre 
en a ; le point a appartient aux traces du plan cherché ; du 
reste, ces traces passent l'une par H et l'autre par Y. On 
a une seconde solution en menant la seconde tangente, 
qui rencontre la ligne de terre en p. Le second plan est 
HpY. 



(L'épure est à l'échelle de — . j 



QUESTION 20 

SoluttoB par M. L. Germain, élève au Collège ecclésiastique de Beliey. 



On considère un cercle de centre 0, un diamètre AB et la 
tangente A à Vextrémité B de ce diamètre. La tangente en un 
point quelconque Jâ^dela circonférencerencontre ùk en un point G, 
par lequel on mené une parallèle à AB jusqu'à sa rencontre avec 
le rayon OM.. Soit I ce point de rencontre; trouver le lieu du 
point I quand M parcourt la circonférence proposée. (G. L.) 

La droite CO, qui joint le point d'intersection des tangentes 
GB, CM au centre de la circonférence, est bissectrice de 
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Vangle BQM ; les angles BOC» GOM étaut égaux, le triangle 
OIC est isoscèle, puisque les angles ICO et GOB sont égaux 

comme alternes-internes, donc 

10 = la 

Le point I, étant à égale dis- 
tance du point et de la tan* 
gente À, appartient à une para- 
bole dont le foyer est le point 0, 
et la directrice la droite A* 

On démontrerait de môme que 
toute autre position du point 1 
jouit des mêmes propriétés. 

Donc, le lieu du point I, lors- 
que M parcourt la circonférence, 
est une parabole ayant pour foyer 
le centre de la circonférence 
et pour directrice la tangente À à cette même circonférence. 

Nota. «- Ia voAm» question « été réaoIuQ pu Mli. P, et R. Godefroy, à 
Lvon;Pigeaud, à Ghâteaaroui; Quintard, ^ ArboU; PeviUe, à Lorient; Br^- 
ville, lycée Louis-le-Grand, à Paris ; Puig, à Montpellier ; PInat, à Moulins ; 
IHiaili^» à Nantes, de Ungny, au lyeée Henri IV, k Paris ; Kahls, à Greno^ 
ble; Caffarel, à Marseille; Barthe, Matha, institution Cliassin, à Paris; Vygy, 
à Vitry-le-Français. 




QUESTION 21 

Élolation par MM. Lenoir et Yail, Ëcole Albert-le-Grand (Arcueil.) 



On donne un cercle du centre 0, un diamètre AB et les tangentes 
A, A' aux extrémités de ce diamètre. Une tangente variable A" 
an çerçfe renconlre A, en C, ei A' en D* Par te poini G, on mène 
une parallèle à AS, pQraiUk qui rencontra k rayon OD en un 
point I dont on dm^md^ k liev* gèomitrigm qmnd à" rouk mr 
fe cerck 0. (G, U) 

(Le lecteur est prié de faire la figure.) 

Abs^issona la perpfendiouUire IH sur AB, 
Les triangles OIH, IMG étant égaux (BG ^ CM =IH,MGI 
=^ OIH), il en résuate que PI.== IC; 
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Donc le lieu du point I Qgl, une parabole ayaut pour 
foyer et la tangeulo à pour directrice: 

Nota. -- Ont résolu la môme qaeitton: MM. SlmoDOt, m«ilre répélitour 
aulyoéedaChaamont; Buvert, au lyoéa Louis-lMirana ; Yasou* coUègQ RoUin ; 
Pigeaad, lycôa de CliâtwurQux, Thubiz, à Versailles ; Barthe et Matha, institu- 
tion Massin, à Paris; Puig, à Montpellier; Quintard h Arbois; P. et li. Oode- 
froy, à Lyon. 



QUESTION 25 



Quah'e points A, B, C, D étant situés sur une circonférence^ 
démontrer que la droite M qui joint les milieux des êtres opposés 
AD, BG coupe à angle droit la droite M qui joint les milieux des 
autres arcs AB, DC. Voir ce qui arrivesi trois des points A, B, 
G, D se confondent en un seuL 

Cette propriété est absolument évidente, Tangle formé par 
les droites M et M' ayant pour mesure la moitié d^une demi* 
circonférence. 

Nota, — Cette questioa a été résolue par MM. Simonet, au lycée de Ghau* 
mont; Yail, H. Lenoir, école Albert-le-6rand (Areueil); Plgeaud, Berthelol^ 
à ChAteauroux ; Perejol, collège du Vigan ; Julet, 4 Laferté-^Gaucher ; Palletier, 
à Blanzac; R. Godefroy, à Lyon; Matha, instituteur; Massin, à Paris; Simon 
Dupuis, à Lons-le-Laulnier; Puig, à Montpellier; Thubiz, à Versailles; 
Dérôme, à Valenciennes ; Quintard, à Arbois. 



QUESTIONS PROPOSÉES 



44. — On èoilsidcîre un cercle et un diamëtrc AB; d'un 
point M, pris sur la circonférence, on abaisse une perpendi- 
culaire MP sur ABi Soit G le milieu de PB. Prenons enfin 
entre A et B un point D tel que 

.T. PB 
AD= . 

4 
Les droites MC et MD rencontrent le cercle en des points 

G' et D'. Démontrer que Ton a, entre les arcs BM, BG', AD', 

la relation MB — aBG* + AP'. (G. L.) 
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45. — On considère un cercle C et deux rayons rectangu- 
laires OA et OB; les tangentes aux points A et B, supposés 
fixes, forment avec une troisième tangente mobile un triangle 
rectangle. On imagine le cercle circonscrit à ce triangle, et 
Ton propose de démontrer que ce cercle est constamment 

tangent à un cercle fixe que Ton déterminera. 

(G. L.) 

46. — On donne Taxe Ox, le sommet 0, et un point M 
d'une parabole; on propose de construire cette courbe point 
par point au moyen d'une équerre. (G, L.) 

47. — Quelles sont les heures auxquelles on peut faire 
permuter les deux aiguilles d'une horloge de façon que la 
nouvelle position puisse se produire par le mouvement même 
de l'horloge ? (Laisant.) 

48. — On donne une circonférence et dans cette circon- 
férence une corde fixe AB. Soit C le point de rencontre 
des tangentes en A et B à la circonférence ; on prend un 
point M quelconque sur la circonférence, on mène les droites 
MA, MB, et par le point C une parallèle à la tangente en M; 
cette parallèle rencontre MA au point P, MB au point Q ; 
démontrer que PQ est constant. (Mannheim.) 



Le Rédacleur-Gérantj 
E. VAZEILLE. 
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EQUATIONS QUADRATIQUES 

Par M. O. dé làongéhampm, 

[Suite ^ voir page 156.) 



5. — Ou peut donner à Téquation réciproque du quatrième 
degré (sens général) une forme remarquable, en établissant, 
comme nous allons le faire, le théorème suivant : 

Théorème. — On peut toujours ramener Véquation réci- 
proque du quatrième degré (sens général) à la forme : 

a*x* -}- a^' + P^' + yx -f- r* = o- 
Supposons B différent de zéro, car si B était nul on aurait 

nécessairement D = o, en vertu de la relation établie tout 

àrheure, AD« == B% 

et réquation proposée serait bicarrée, cas particulier trop 

connu pour que nous ayons à nous en occuper ici. 
Ainsi B n'est pas nul et nous pouvons poser 

'^— B» 
X est une nouvelle inconnue déterminée par l'équation 
A* A» Ad 

et, en posant — = a, -^ = p, D == y, 

on a bien a«X* + aX^ + pX« 4. yX + y^ = o. 

g, — Sous cette forme il est facile maintenant de recon- 
naître que réquation réciproque (sens général) est quadra- 
tique. 

Écrivons, en effet, cette équalion sous la forme 



et posons otX + ^ = !/> 



X» ' 'X 

X 



on en tire a«X* + -^ = î/' — 2ay, 

JOURNAL DE MATH. éLÉM • 1882. 
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et l'on a pour déterminer y l'équation 

y* + 2/ + P — 2aT = o. 
Si Ton désigne par y et y' les deux racines de cette 
équation, les inconnues cherchées sont les racines des deux 
équations : aX* — j/'X + T = o> 

aX« — j/'X 4- Y = o- 
Le problème proposé se résout donc au moyen de trois 

équations du second degré; c'est un problème quadratique. 

7. Nous ferons ici remarquer que dans la pratique il 

n'est nullement nécessaire de faire subir à l'équation con- 
sidérée la transformation précédente. Celle-ci a surtout 
un intérêt théorique ; et elle permet d'écrire, sous une forme 
symétrique et facile à retenir, l'équation réciproque du 
quatrième degré. 

Reprenons en effet la première forme, soit 

Ax* + Boî^ 4- Ckc« + Da? + E = o 
réqualion proposée ; nous supposons que Ton ait 

^ B* ' 

auquel] cas, et encore une fois dans le sens général que 

nous attribuons à ce mot, l'équation est réciproque. 

On peut écrire celle-ci 

D*A 
AcD* + Bec' + Gx* + Djc + --r^^ = o 



B^ 



A 

ou 



bK^'-M-^') + B. + 4 + G = o 

et en posant dx-\--—= y 

on voit, comme tout à l'heure, que l'équation est quadra- 
tique et se résout par trois équations du second degré. 

8. — Résolution directe de r équation réciproque. 

On peut éviter, pour la résolution de l'équation réciproque, 
l'emploi d'une inconnue auxiliaire, et décomposer immédia- 
tement le premier membre de l'équation en deux facteurs 
réels ou imaginaires du second degré. 

Posons ? = Ace* + Bx' + Cx» + Do? + -^^ 
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et U = B (B» — 4ABC + 8A«D) ; 

on voit sans difficulté que l'on a 



A. <p, = C 



-+^ + ^)'+T^- 



Si l'on suppose U < o, Texpression sera décomposée en deux 
facteurs réels du second degré; si U = o, on a un carré 
parfait ; enfin dans Thypothëse U > o oa a deux facteurs du 
second degré à coefficients imaginaires et de la forme (a -f- bi). 

9. — Décomposition de V équation réciproque en deux trinômes 
réels du second degré. 

On peut éviter d'ailleurs la décomposition du premier 
membre de l'équation proposée en deux facteurs imagi- 
naires du second degré en opérant comme nous allons 
l'indiquer» et conformément à la méthode de Ferrari pour la 
résolution de l'équation générale du quatrième degré . 
. Reprenons l'équation proposée sous la forme 

a^fic* -}- our' + P^* +Y^ + Y* = o; 
on peut l'écrire 

(aaî«+ f + M' — (aaX — P+-U« + (a— Y^cc— A«+Y«=o 

Disposons maintenant du paramètre X, par la condition 

(X-y)» = 4 (X^-Y*)(2aX-p+ 1). 

C'est une équation du troisième degré en X, mais on aper- 
çoit la racine X = y et cette équation peut s'écrire 

-Y) J2aX« + M2aY-p) + Y(f-p)j=o. 

L'équation 2ap* + P (^«Y ""^) + y( Xj=o 

a deux racines réelles ou imaginaires, X', X'. Si X = y ne donne 
pas la décomposition en deux facteurs réels du second degré, 
on peut être certain, bien que nous ne puissions pas en donner 
ici la raison sans entrer dans de longs détails, que Tune des 
racines X' ou X' donne la décomposition désirée. 

Il résulte de là qu'une équation réciproque (sens général) 
du quatrième degré pourra toujours se décomposer en deux 
trinômes réels du second degré; mais la méthode que nous 



(X 
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venons d'exposer est surtout avantageuse quand cette décora- 
position réussit avec la racine X = y. 

10. — L'équation du quatrième degré est encore quadra- 
tique dans un cas particulier remarquable, cas qui présente 
la plus grande analogie avec celui des équations réciproques 
que nous venons d'étudier. 

Le cas dont nous voulons parler est celui où l'on suppose 
que les racines fiCj, cc^, x^. x^ jouissent de la propriété de 
pouvoir être séparées en deux groupes tels que, les racines 
étant convenablement choisies, la somme des deux racines 
qui constituent le premier groupe est égale à la somme des 
deux autres racines. 

Il est facile de reconnaître, et par des raisonnements élé- 
mentaires, que si l'on considère l'équation 

ce* -[- px^ + qx* -\- 1-^ -{- s = o 
ayant pour racines Xi, a;,, a?,, x^, la relation 

8r = pi^q — p«) 
représente la condition nécessaire et suffisante pour que l'on 

ait cci 4* ^ï = ^8 + ^4> 

les racines étant convenablement groupées. 
Dans ce cas l'équation proposée peut s'écrire : 

\ 2 pJ P* 

Son premier membre se décompose en deux facteurs réels 
ou imaginaires du second degré ; dans tous les cas le pro- 
blème que résout l'équation est un problème quadratique. 

11. — Les équations du troisième degré quadratiques sont 
ordinairement celles dont une racine peut être mise en évi- 
dence. Cette remarque très simple est pourtant souvent utile 
et nous allons l'appliquer à quelques exemples. 

1** Résoudi e V équation^ 

x^ — 3apa? -f a» + p« =z o. 
On a identiquement 

^' + î/^ + ^' — 3irî/j5 
= (^ + y + ^)(^' 4- î/' + ^' — zy — fsx — xy). 
D'après cette remarque l'équation peut s'écrire : 
(05 -f a + p){x^ -f a« -f- p« — ox — pac — ap) = 0. 
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On aperçoit la racine ûCj, 

Xi = — a — ,6 
et les deux autres racines sont données par l'équation 

0?* — (a + p)x + a» + p« — a^ = o. 
Ce sont des nombres imaginaires, a?„ x, ; 

2® Résoudre V équation 



En groupant convenablement les termes, on écrit cette 
équation sous la forme : 

On aperçoit ainsi la racine Xx, 

_ g+p 

2 

Les deux autres racines a?,, x^ sont données par l'équation. 

20?» + 2 (a + P) ^ + *P = o. 
On trouve les nombres réels 



X 

2 



x^ — 






2 2 

3® Résoudre Véquation 

(X + p) (X + p + I) (X + p + 2) (X + p + 3) 

— (x + q) (x + q 4- i) (x + q + 2) (x + q + 3) = o. 

C'est une équation du troisième degré ; pour apercevoir une 
racine de cette équation on peut remarquer que Ton a, iden- 
tiquement, 

(x + *) (^ + * + (^ + <* + 2) (a? + <* + 3) +1 
= [(^+ot)« + 3{aj + a)+ip. ^ 
En appliquant cette formule \^ à Thypothèse a = p; 
2® en supposant a = gr, on trouve que le premier membre de 
réquation proposée se décompose en deux facteurs: on 
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trouve d'abord la racine x^ 

P + 9 + 3 
Xt = 



2 

Les deux autres racines Xj, x^ sont données par l'équation 
du second degré 

2x* + 2x{p + 9 + 3) + p* + 9* + 3p -f- 3gf + 2 = o. 

On pourra examiner en particulier le cas où p = q-\- t 
et aussi celui ou p = q -{- 2, 

12. — Nous ferons connaître en terminant cette note un 
procédé souvent commode pour reconnaître qu'une équation 
donnée est quadratique. La méthode dont nous voulons parler 
suppose que dans l'équation donnée un certain paramètre a entre 
au second degré, de telle sorte qu'on puisse écrire celle-ci 
sous la forme Pa* -|- Qa + ï^ = o, 

P, Oi R étant des fondions de l'inconnue x. Si la fonction 
Q* — 4PR est un carré parfait; l'équation se décompose en 
deux facteurs rationnels et le problème considéré est quadra» 
tique. 

Cette remarque s'applique , bien entendu, aux équations 
bicarrées par rapport au paramètre considéré a. 

Considérons, par exemple, l'équation 
x^ — (4m* -|- 3)a?* + 4W*(m* + 2)05 — 4(w* — i) = o. 

Il est assez difficile d'apercevoir, sous cette forme, une ra- 
cine de l'équation. Ordonnons-la par rapport au paramètre 
m; et l'ayant écrite sous la forme 

4m*(x — i ) -f- 4,m*x(2 — a?) + ^' — 3a?* + 4 = o> 
si l'on cherche à décomposer ce trinôme bicarré en 1», on 
trouve, sous le radical, 

4[a;»(2 — xY — (a? — î)(x^ — 3x* + 4)] = 4{x — 2)». 

On peut donc écrire le premier membre sous la forme 
{x — 2m* — 2)|x* — f I + 2m')a; + 2(m* — i j = o. 

On a ainsi les racines de l'équation proposée: l'une Xi. 

x^ = 2(m* + 1) 
et les deux autres x^^ a?3, fournies par l'équation 

x'^ — (1 + 2m')a? + 2(m' — i) = p. 

On vérifie d'ailleurs que les racines de cette équation sont 
réelles. 
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PROBLÈMES ET THEOREMES D'ARITHMETIQUE 

Par M. E. Catalan (*). 



1. — Problème I. — De làn (inclusivement), combien 
y a-t-tl de nombres non divisibles par des nombres premiers 
donnés, p, ^, . .. %? 

Soit N le nombre cherché. On sait (**) que 

'•=«-Z(f)+Z(i)-Z(^)+- <-) 

Dans cette formule, le symbole ( — j représente le plus 

grand nombre entier contenu dans — (♦**). 

2. — Théorôme I. — f^it n un nombre entier, compris entre 

2^ et 2^+* — I (inclusivement) ; soient p, y» S, . . . les nombres 
premiers supérieurs à 2. On a 

" - 2(7) + 2(f) - 2(w)+ ■••='+ ■ «'•"•' 

Dans la suite i, 2, 3, ... n, 

les seuls nombres premiers avec 

p = 3, Y = 5, S = 7, ... 
sont I, 2, 2*, 2', ... 2*. 

Ainsi, N = Ap + I. 

3. — Reiurque. — Den =4 àn= 14, le premier membre se 
réduit an— 2^^ jj; 

(*) Extrait des Mémoires de la Société royale des sciences de Liège. 
(**) Mélanges mathématiques^ p. 133. — Journal de Mathématiques élémen' 
taires et spéciales, 1881, p. 296, etc. 

(***) Il a la même signification que celui de Legendre : E i'^')* 

(****] L'égalité (2), à peu près évidente, est une simple variante de celle-ci : 

— 2(T) + 2(i)-2(iè") + ••• = '' 

qu'on trouve à la page 134 des Mélanges* 
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De n = i5 à n = 104 (*), ce premier membre se réduit à 

et ainsi de suite. 

4. — Problëxnell. — Connaissant les nombres premiers qui 
ne surpassent pas n, trouver combien il y a de nombres premiers 
compris entre n-j- i et 2n. 

Soit w le plus grand nombre premier, non supérieur à n. 
De I à 271, les nombres non divisibles par 

p= 3, 7= 5, 8 = 7, ... 7c, 
sont, d'une part, i, 2, 2', ... 2*+* ; 

et, en second lieu, les nombres premiers compris entre 
n + I et 2n. Soit x la quotité (**) de ceux-ci. Nous avons, en 
vertu de Tégalilé (2), 

*+'+--i:(T)+i:(f)-2(^)+-« 

5. — Application. — Entre 25 et 5o, combien y a-t-ilde 
nombres premiers? 

Dans cet exemple, 

n = 25, 2n = 5o, fc = 4. 
En outre, les diviseurs simples sont : 

3, 5, 7, II, i3, 17, 19, 23; 
et les diviseurs composés: 

i5, 21, 33, 39, 35. 
Par conséquent, 

6 -\- X = 5o — [16+ io + 7+4+3 + 2 + 2-f-2] 

+ [3 + 2+1 + 1 + 1]; 
d'oli X = 6. 

En effet, entre 25 et 5o, il y a six nombres premiers ; savoir: 

29, 3 1, 37,41,43, 47. 

6. — Remarque. — La combinaison des égalités(2), (3) donne 
celle-ci : 






{*) i5 = 3.5, 104 = 3.5.7—1. 

(•*) J'emploie ce mot pour éviter : nombre des nombres. 
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'-^=2[(t)- <r)]-2[(if)-Ks)]j „ 

+2[(^)-Kp)]-- 

Pour simplifier le second membre, on peut s'appuyer sur 
la proposition suivante. 

7. — l»enïine—Selonquel j est pair ou impair, 

(x)-Kr) 

égale zéro ou un. 
\9 De 2n = a •2jji -{- ^' 

on déduit n = aa -| . 

2 

Donc, à cause de r < a, [jl esf fe quotient entier de n par a (*). 
Autrement dit: 

(•t)=-=^(t>(^)-^(t)=°- 

2® Soit 2n = a (21* -f- i) -(- r ; 

et, par conséqitent n = ajx -j — — . 

G -4- r 
De r < a, on conclut — ■ — < a: }x est le quotient entier 

de n par a. Nous avons donc, simultanément, 

8. — Revenons à la formule (4). En vertu du lemme; 
chacun des binômes soumis au signe 2 égale o ou i, selon qus 
son premier terme est pair ou impair. 

D'après cela, si Ton appelle : 

11, fe nombre de ceux des quotients (— - j, qui sont impairs; 
Ij, le nombre de ceux des quotients (— - j, qui sont impairs; 

régalité (4) peut être énoncée ainsi : 
[*) G6 petit théorème se trouve dans tous les Traités d'arithmétique. 

/OUANAL DE MATH. ÈLÈML, 1882 « 8. 
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Théorème II. — En conservant les hypothèses et les déno- 
minations précédentes, on a 

oc = A: — /i.+ It — ^1 + ••• (A.) 

9. — Application. — Entre 25 et 5o, combien y-a-t-il de 
nombres premiers? 

Je divise 5o 

par 3, 5, 7, 11, i3, 17, 19, 23; 

+ + 

puis par i5, 21, 33, 39, 35, 

+ .+ + + 

en négligeant les quotients pairs. 
Je trouve /^ = 2, i, = 4 ; donc 

X = 4. — 2-f-4 = 6; 
comme ci-dessus. 

iO. — Autre application. — De 6i à 120, combien y-a- 
t'il de nombres premiers ? 

n = 60, fc = 5. 
Dividende : 1 20 

Premiers diviseurs: 

3, 5, 7, II, i3, 17, 19, 23, 29, 3i, 37, 

+ + + + + + 

41, 43, 47, 53, 59 «, = 6. 

Deuxièmes diviseurs: 

i5, 21, 33, 39, 5i, 57, 69, 87, 93, III, 35, 

+ + + ++++ + 

55, 65, 85, 95, ii5, 77, 91, 119 

+ + + + + + + 4 = i5. 
Troisièmes diviseurs : 1 5 

a;5=5^-6+ï6*— isï=i3. 

Les treize nombres premiers compris entre 61 et 120 (in- 
clusivement) sont 
6ii 67i 71, 73, 79, 83, 89, 97, lai, to3j 107, 109^ it'h 

14» — RBaiàRQUB. -^ Si l'om admet quténére n -f- 1 ef 20» 
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U y a, au moins^ un nombre premier (*), Tégtlité (A) (hwilîè 

k-h-^K--h-j^'-St. (é) 

Inversement, si r<m pouvait, priori y établir la relation (B), 
le postulatum serait démontré (**). 

12. — Théorème lll. — n étant toujours un nombre 
entier f compris entre 2^ et 2^ + * — i, soient p, y» 8» ••• les 
nombres premiers, supérieurs â 2. Soient, en outre: 

i^ U nombre de ceux des quotients l —r-p qui êotiê impmrs ; 

f 2ii\ 
X, le nombre de ceux des quotients l^)> 9^ ^ont Hnpnirs; 

Ùàd X, — X, + X3 — "•==*. (6) 

Ce théo-fèriie,' (i(Sti^6xiiièMe âëë édités 

»» - 2(7)+ î:{^) - •■■■ = ' + ^. »<«') 

résulte aussi du théorème II. 

Soient, en effets p, ff, ô, ... w les x nombres premiers, com- 
pris entre n -\- t éi 2fé, 

Chacun des quotients f — j, l-r")» (rer)' ' " * ^6^^® * 5 ®' 
chaoun des qttotients'(-^\ (-^V . * . c«f fW**^**^*). HMic 

Par suite, l'égalité (A) devient 

a; = A: — (Xi — ce) 4- Arf -^ X ^ -f- . » .*,- 

ou ^*^ "^ ^« "f" ^8 *^ • • * ^=: *i^ (C) 

là. — Appliciation. ^ n = 2S, A = 4* 

Dividende : 5o. 



i . v? 



(♦) Celte proposition ne diffère pas, au fond, du pastulatum delMLBerH»andj 
déniontré p»f M- Tféhebychcv [loûrncfê âéL^mUey t XVII, ^. 3CT). 
(*♦) Nouvelle Cofreê'pon^fic$ mithéitiàtPinèf t Tf, pV 3B1 • 

(***) Voyez les paragraphes 6 et 8 
(•♦♦♦) A cause de p > l,p > n. 
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Premiers diviseurs : 

3, 5, 7, II, i3, 17, 19, 23, 29, 3i, 37, 41,43, 47 

+ + ++ + +++ ^i=8- 

Deuxièmes diviseurs : 

i5, 21, 33, 39, 35. 

+ + + + ^.=4 

8 — 4=4. 

44. — Remarque. — La fonction qui constitue le premier 
membre de Tégalité (G) dépend, uniqvsmentj de n : appelons-la 
F (n). Cette fonction conserve la même valeur quand n vaiie 
entre 2^ et 2^+* — i (inclusivement). En outre, chaque fois 
que n dépasse une nouvelle puissance dé 2, F (n) augmente dune 
unité. Cet exemple de discontinuité, analogue à celui que 
présente la fonction B(x), nous parait remarquable. 

15. — Sur une équation indéterminée. L'identité 

(a+p)«(a-2p)«(p-2a)«+27a«p«(a-P)«=4(a«-ap+P«)', (D) 
facile à vérifier, donne une infinité de solutions, en nombres 
entiers, de a;* + 3y* = z\ (5) 

En effet, on peut prendre 

it=i(a + p)(a-2p)(p-2a),î/=-ap(x-p), 

«v 2 

jï = a« — ap + p^ (6) 

Ces valeurs seront entières, si a, p sont de m4me parité. 

16. — Remarque. — Ces formules ne donnent pas toutes les 
isolutions. Par exemple, on n'en saurait déduire 

a? =: 2/ = j5 = 4. 

17. — Autres identités. 

(a» + 6»)* = (a* — 6a«&« + 6*)« + [4(0» — 6»)a6]« 
= («* + b'Y + (2a»6)* + (2a«*«)« + (2a6«)*. (E) 
Ainsi, (a* + ^*)* ^^^ • ^^ carré; une somme de deux carrés; 
une somme de quatre carrés. Généralement, ce nombre n'est 
pas la somme de trois carrés. 

M. Realis, à qui j'avais communiqué les identités (D), (E), 
m'a répondu par Tinléressante note suivante : 
I. La résolution de l'équation 

x^ + 3y* = %* 
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en nombre entiers se rattache directement à la tkéorie géné- 
rale déyeloppée par Lagrange dans le § IX des Addiiwns à 
t Analyse indéterminée d'Euler. 

Le nombre z^ diviseur du premier membre^ ne peut être 
que de la forme a* + 3p* ; on a donc l'identité 

a«(a« — gp^)^ + 3p»(3a« — 3p«)« = (a« + 3^*)«. 

Quant à l'égalité 4* -f- 3.4* = 4', 011 4' est facteur com- 
mun à tous les termes, elle ne conduit pas à une solution: 
car en écrivant, comme on doit le faire, i* + 3.i* = 4.i*, 
on n'a pas un cube dans le second membre. 

Quant, enfin, à l'identité 

^ = 4(a« - ap + p«)», ^ 
rapportée par M. Catalan, elle n'est manifestement qu'une 
transformée de celle qui précède. 

II. L'expression (a* -f- 6*)* est assurément : un carré, — une 
somme de deux carrés, — une somme de quatre carrés. On 
ne peut pas affirmer qu'elle est généralement une somme de 
trois carrés effectifs.puisque (i* + i*)*= 16, par exemple, ne 
l'est pas. Cependant, pour des nombres a, b premiers entre 
eux (ou simplement inégaux), on peut mettre en évidence, 
par des formules, que l'expression considérée est toujours 
une somme de trois carrés. 

1® Si a et 6 sont premiers avec 3, posons l'identité 
a« + (a + 3hy = (à + A)» + (« + 2hy + (2/1)% (*) 
dans laquelle on prendra a premier avec h ; il s'en déduit, 
par remploi répété de la formule connue 

(a« + ^« + fy = («« + p« - f)«+ (2ay)> + {2^-()\ 
le théorème général exprimé par la relation 

[a> + (a + 3hY] . = A* + B« + CS 
o\i A, B, C sont des entiers dont aucun n'est nul, et m est 
tine puissance de 2. 

Il s'ensuit, comme corollaire, que : a et 6 étant deux entiers, 
dont un seul divisible par 3, et m désignant une puissance 
de 2, l'expression [2(0* + ^')]*** ^^^ ^^ somme de trois carrés. 



(*) Lettre de M; Catalan à D. B. Boncompagni^ en date de « Liège, 
15 décembre 1880 ». 
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â^ Si l'un des nombre» «/ 6, premiers entre eux^ est tin 
muUipIô de 3, par exemple, a = 3a\ en posé Tidentllé 
(9a'« + 6^)* =:^ ija'^ — 6«)« + i6a'*(a' -f &)* -f ^6a'*(t*' *- b)\ 
et Ton en déduit^ comme cl-desstis, là ifelition 

(ga* + 6«)^ = A« + B« + (?, 
en nombres entiers, m étant une puissance de 2. 

Observation. — Tout ce qui précède est entièrement fndé- 
pendant de la Théorie des nombres pro^jf-ement dite; on ù'y 
fait usage que de formules directes, exprimant le^ propo*si- 
tions, et indiquant en même temps les calculs à èifectuer. 
Mais si Ton sort des éléments, et que Ton s'appuie sut les 
théorèmes de l'arithmétique supérieure, toutes les proposi- 
tions énoncées, et bien d'autres, se présentent comme des 
conséquences immédiates de ce ptincipe, (Jue r tottt bïcarté 
impair, autre qus Vunitéy est la somme de Étais carrés. ïy après 
ee principe (qui ne se démontre pas à l'aide èe simples 
identités algébriques), un nombre de fe forme (a* -f" ^*}* ^* 
toujours décomposable en trois carré», sHl m ^ réàuU pas à 
une puissance de 2é 



SOLUTION DES PROBLÈMES 

DONNÉS AU CONCOURS DE L'ÉCOLE SAÎNT-CYfi (1882) 



Étant donnés itn cercle de rayon r, él ùtt point A éans son 

plan^ à une distance d dû centre, on supposé menée par te point 

À une sécante telle que la sorrifne des carrée des seginents com'^ 

pris entre ce point et les points éC intersection avec ta circonfè^ 

rence soit égale à un carré donné in*. Démontrer qûCy si a désigne 

r angle que ta sécafi'te fait avec le diamètre passant par lé point A^ 

m* — 2r' 
on aura la formule cos sa = -^ ^ : (I) 

DiscussioN. — Limites de m^ quand on fait variée' <x^ le pM 
A étant à Vintérieur du cercle. 

Les valeurs des segments AB ei AG sont les racines de 
Téquatiôn r* = d* -f- a?^ — 2dcc cos (X 
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fournie par la considération du triangle OAB ou du triangle 
OAG. Bn écrivant cette équation sous la forme 

a?" — 2dx cos a + «ï* — r* = o, 
nous avons, pour déterminer Tangle a, la condition 

4rf* cos* a — 2d' + 2r* = m' ; 

ou bien, en divisant par 2d* : 

m* — 2r* 

2 cos* a — I = '■ ,, . 

2a* 

C'est bien la relation (1) à établir. 

Pour que Tangle 2a existe, il faut et il suffit qiie le carré 
de son cosinus soit inférieur à l'unité, ce qui donne 

(m* — 2r*)* — 4d* < 
ou [m* — 2(r* — (<«)] [m* — 2 {r* + d*)] < o. 

Donc, d étant inférieur à r, on voit que m* doit être com- 
pris entre 2 (r* — d*) et 2 (r* -|- d*). 

La valeur minima correspond à a = 90® ; la valeur maxi- 
ma correspond à a = o, ce qu'il serait facile de vérifier par 
une figure. 

La formule (I) étant admise, calculer l'angle a à un dixième 
de seconde près en supposant: 

(a) La distance d égale au plus grand segment du rayon divisé 
en moyenne et extrême raison, et m égal au double de la moyenne 
proportionnelle entre t et d ; 

{h)d = 4'^el^ = ^V^' 
Le premier cas nous donne 

/s"— î 

cos 2a = ' = 2 sin 180, 

2 

et a = 25® 54' 49^1* 

La seconde hypothèse donne 

cos 2a = — — 

4 
d'où a = 69^i7'.42",7; 



On connaît, dans un triangle ABC, deux côtés h et c, et Von 
sait f»e te triangle est équivalent au triangle équilatéral cons- 
truit sur le troisième côté a. Calculer ce côté a et l*angle A. — 
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On établira les deux équations propres à déterminer chaque in- 
connue indépendamment de Vautre, et on inontrera la concordance 
des résultats que fournit leur discussion. 

On a d'abord, entre les données et les inconnues, l'équa- 
tion a^ = b^ -\- c* — 26c cos A. 

Puis, la condition énoncée donne 

aV 3 = 26c sin A. 
L'élimination de a se fait immédiatement et donne Téqua- 

• A I JT A ffc' + c^) V^ 3" 

fion sin A + V 3 cos A = ■ — r^-ï . 

' 26c 

n 4- • /A I /; \ (6* + c»)v/"3 

On en tire sin (A + 60) = -^ — 



46c 
La condition de réalité est 

3(6» + c«)«— i66V< o 
ou 6* — -^ 6V + c* < o. 

Cette condition devient 

(i«_3c»)(6» i-c») < o. 

3 

D'autre part on a 

26c sin A = aV 3 

26c cos A = 6* -|- c* — ^*î 



î . . . v/3 



sin A + -^^— - cos A = (6* -j" ^*) sin ( A -f- -7- ) ; 



en élevant au carré et ajoutant membre à membre, on trouve 
pour déterminer a 

46V == 3a* + (6« + c* — a«)« 
ou 4a* — 2o*(6* + c*) + (6« — c*)* = o. 

La condition de réalité est 

(6« + c«)« — 4(6« — cy I o, 
ou, en changeant les signes, 

36* — io6V + 3c» I o, 
ce qui est bien la même condition que précédemment. 

Cette relation nous apprend que le rapport — , qui est es- 

c 

sentiellement pobitif, doit être compris entre ^^^ et y 3. 
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ÉPURE 

Les deux premières parties sont des questions qui se font 
dans tous les cours ; nous ne croyons donc pas devoir y 
insister. 

Pour la troisième partie, nous avons employé la iconstruc- 



C- - _ . 




s, 



«^-.-K --^r 



V \ 



tion suivante : par le point (o, d) nous avons mené une paral- 
lèle (o^, oT) à (56, s'è') jusqu'à la rencontre avec le plan de 
base, en (/, ï) ce point est un point de la sectipn cherchée ; 
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il suffit de construire le parallélogramme dont les sommets 
sont sur les arêtes BG, BA, SG, SA, et dont les côtés sont 
respectivement parallèles à SB et AG. On obtient ainsi le pa- 
rallélogramme (mnpq, mnpq) que Ton rabat facilement sur 
le plan de la base. 



QUESTION 15 

^lution par MM. André G. de i.\ Chesnais. de Saint-Louis, et Pierre 

G. LA Chesnais, de Henri IV. 



Construire un triangle connaissant un anglCj la bissectrice et 
la différence entre les côtés qui comprennent Vongle donné, (Le 
lecteur est prié de faire la figure.) 

Je suppose le problème résolu. Soient BD la perpendi- 
culaire abaissée du sommet B sur la bissectrice et prolongée 
jusqu'à sa rencontre avec le côté AG, et IK une parallèle à 
cette droite passant par le pied de la bissectrice et rencon- 
trant AU en K. On a 

AB AD IB KD 

ou 



AG AG "" IG KG • 

Or, je puis construire géométriquement AK ; soieni donc 

AD = X, DG = a, AK == k ; 

1 ai 1 équation ; = ; r- 

X -\- a X -\- a — A: 

qui peut s'écrire 

2CC* — 2 {k —a) X — ak = o. 

Les racines sont 



/c — adzv/ ft^+a* 



2 

Elles sont faciles à construire ; la racine négative répond 
au cas où Ton donne Tangle extérieur et la bissectrice de 
cet angle. 

Nota* -* La même question a été résolue par M. Cafiarel, à Marseille. 
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QUESTION 21 

Solation par M. P. G. la Ghesnais, Lycée Henri lY. 



On donne un cercle de centre 0, un diamètre AB et les 
tangentes A, A' aux extrémités de ce diamètre. Une tangente 
variable A' au cercle rencontre A enG,etli' en D. Par le point 
G on mène une parallèle qui rencontre le rayon OD en un point 
I dont on dema^ide le lieu géométrique quand A" roule sur le 
mxk — (G.-L.) — (Le lecteur est prié de faire la figure.) 

Abaissons la perpendiculaire IH sur AB. 
Les triangles rectangles OIH, OGA étant semblables, il en 
résulte la proportion 

Ac OH m* ^ 

'ÔÂ=lH ^^"ÔH =^' 
si j'appelle R le rayon du cercle. Le lieu du point I est donc 
un système de deux paraboles ayant toutes deux leur sommet 

en 0, AB pour axe et — pour paramètre. 

Nota. — La solution donnée dans le numéro de juillet est inexacte. 



QUESTION 22 

isolation par M. Simonet, maître répétiteur au Lycée de Chaumont. 



On partage une droite fixe AB en deux parties par un point 
mobile C; sur chacun des segments AC, BG on construit des 
triangles équilatéraux ADC, GEB; on demande : 

1^ Le lieu géométrique du milieu du côté DE du triangle CDE ; 

^ Le lieu de son centre de gravité; 

5" Le lieu du point de concours des hauteurs; 

4° Le lieu du centre du cercle circonscrit; 

5° De déterminer le point G de façon que la somme des 
volumes engendrés par les deux triangles tournant antour de 
AB soit minima. 
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Joignons FC et soit FF' parallèle à AB. En abaissant 

EN, F'H', FH perpendiculaires 
sur AB et joignant FN on a 
F'H' BF 




EN 



BE ' 



or 



EN = ^2}IL, BF' 



2 



= NF = 



AG + BC 



=coQstante 



F-H'^FH^ °^^^ - AC + BG ^ ABy/s ^ 

2BC 2 4 

Le lieu du point F est donc une parallèle à AB menée 

par le point F. 

2 

2* Le centre de gravité G du triangle DGE est aux -- de 

3 

la droite FC à partir de G. Soit GI perpendiculaire sur AB. 



On a 



GI = 4- HF 
3 



ou, en remplaçant FH par sa valeur trouvée précédemment, 

AB 

GI = 7t= = constante. 

2 V3 

Le lieu du point G est une parallèle à AB menée par G. 

3° Soit le point de concours des hauteurs; menons OK 

parallèle à AB, et OL et KM perpendiculaires sur AB. 

L'angle PDG valant 3o% PC = = -— . Or le trian- 

22 

gle OEK' étant isoscèle, OK' = EK'. L'angle K'OP valant 3oS 

2 2 

Donc 

CE- ^ PC I rr = ^^ + ^^' ^ AC + EG - GK' 

2 2 



ou encore 



mais 



GK' = 



AB 



KM = 



_ KBy/ 



— 189 — 
et KM = OL. KG = KB ; 

donc oL^AC + BC^yT^ADv^ 

3 2 2 

Le lieu géométrique du point est encore une parallèle 
à AB et cette parallèle se confond avec celle menée par le 
point G-, 

4** Le centre I du cercle circonscrit au triangle DGE 
s'obtient eu élevant des perpendiculaires sur les milieux 
des côtés DG et CE. Quelle que soit la position du point G 
sur AB, ces perpendiculaires passeront toujours par A et B 
et formeront avec AB des angles de 3o<>. De sorte que le 
triangle AIB est fixe; son sommet Test aussi et I est situé 
sur le lieu des points et G. 

S^ Soit AG = 2CC, BG = 2j/, AB = 20. 

Le volume engendré par ADG est 27ra;'; le volume engendré 
par BEG est 2^1/'; la somme à rendre minima est ce' -j- 2/*- 

Or o?^ -j- y' = (ce 4- vY — 3œy{x -f- J/) = a' — 3axy. 

Ceci montre que le minimum de ce' -f~ !/' correspond au 
maximum de xy, c'est-à-dire quand a? = j/. 

Donc G est le milieu de AB. 

Nota. — Ont résolu la même question : MM. Vazou, élève au collège 
RoUin; Pigeaud,au lycée de Châteauroux; Vigy, à Vitry-le-François ; Deville, 
à Lorient. 



QUESTION 27 

S^olution par M. PoiG, élève au Lycée de Montpellier. 

Le nombre n étant entier, on demande de vérifi£r les proposi- 
tions suivantes: 

\^ (2n -|- i)' — (211+ ^sf divisible par 240. 
Celte expression peut s'écrire: 

(2n+i) [(2n + l)* — i]. 
On sait déjà que, si {2n+ i^'^st divisible ni par 5, ni 
par 3, le second facteur est divisible par 5 et par 3. 
D*autre part on a : 



— 190 — 

(2n-f i)* — 1 =[(2»+ i)»— i][(2n + i)« -f i] = 8n(n+i) 

(2n' + 2« 4" ')• 
Sous celte forme, on voit facilement que ce nombre est 
divisible par i6; or, les nombres 3, 5, i6 étant premiers 
entre eux deux à deux, on en déduit que Texpressicm con- 
sidérée est divisible parle produit 3 X5x i6, ou 240, 
20 320+2 _ 8n — 9 est divisible par 64. 
Cette expression peut s'écrire 

(8 + i)« + i _8(n +1)— i; 
or, (8-f- i)****"* — I est un multiple de 8-|- i — i,ou8; le 
quotient est: 

(8 + 1)» + (8 + 1)-^' + ...+(8+0+1. 
On voit facilement qu'il est un multiple de 8, augmenté 
de (n + 0« 
Par suite l'expression devient 

8 [mS -}- (n + I)] — 8(n + i). 
On voit donc que cette expression est divisible par 64. 
30 320+3 ^ ^qh — 27 est divisible par 64. 

Celte expression s'écrit 

38 ^ 32n — 27 4- 4on, ou 27(9»* — i) -f- 4on. 
Or 9" — I est divisible par 8 ; le quotient est de la forme 

8p -f* ^• 
Donc l'expression devient 

27 . 8[8p + ^] + 40^ ^ ^64 -f- 8[27 -f- 5] n ; 
on en déduit facilement la proportion énoncée. 
40 32n + i _|_ 2n + 2 ^5^ divisible par 7. 

L'expression peut s'écrire 

3 . 3*" + 4 . 2*«. 
Or 3*" =mj ■+- 2". 
Donc réqualion devient 

^7 + (3 4- 4) — 2". 
Sous cette forme, on voit bien qu'elle est divisible par 7. 
50 320 + 2 _|. 2«n-* est divisible par 11. 
L'expression devient 

9 . 3«« + 2 . 8«^ 
Or 3*** = mi I — 2"; 8*" = wi i — 2*^. 
Donc, on a mi I — 11 .2**, c'est-à-dire un multiple de 11. 
go 3 ^ 52n + i 4- 2 . "» + * est divisible par 17, 
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En effet, cette expression peut s'écrire 

t5 . 25" + 2 . 8^ 
Or 25" = w 17 + 8". 

Donc on a mi/ + 17 • 8", ou un multiple de 17. 
7** L'expression 3*° + * — 4'° + ' e^^ divisible par 17 (*) 
En effet, cette expression devient 

81" + * — 64" + *, 
^ qui est divisible par 81 — 64 ou 17. 



QUESTION 38 

fiolation par M. Bablon, élève du Collège d'Epinal. 



On considère un cercle et deux diamètres rectangulaires AB 
et GO. Soit T la tangente au point A etl&un point quelconque 
de T, supposé mobile sur cette droite; de ce point M on peut m^ner 
au cercle proposé une seconde tangente MQ. Ayant projeté le 
point M ew P sur le diamètre CO, on joint le point P au point 
de contact, Q et d'un point fixe S pris dans Vespace on abaisse 
une perpendiculaire sur PQ . Démontrer que le lieu des pieds de 
ces perpendiculaires est un cercle. 

(Le lecteur est prié de faire la figure.) 

Les deux triangles OMP etOMQ sont égaux comme ayant 
les trois côtés égaux ; OM commun; OQ = MP = OA ; MQ 
= OP = AM. Ces deux triangles sont rectangles; donc AP . 
est parallèle à OM; si enjoint BP, BG est égal et parallèle 
aussi à OM, car la figure OMBP est un parallélogramme. 
Les droites BP et QP se confondent donc ; par suite PQ passe 
par le point fixe B. Tous les triangles tels que SIB étant 
rectangles en I, le lieu géométrique des points tels que I 
est donc sur une circonférence décrite sur BS comme dia- 
mètre. 



r « 



Note. — La même question a été résolue par MM. Auric, à Orange ; Pi- 
geaud, à Châteauroux; Deville, à Lorient; Simonet, à Chaumont; Vigy, à 
Vilry-le-François. 



(*) Énoncé rectiQé. 
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QUESTIONS PROPOSEES 



49. — Construire géométriquement un triangle dont on 
connaît un angle^ la hauteur issue du sommet de cet angle, 
et la somme des perpendiculaires abaissées du pied de cette 
hauteur sur les deux autres côtés. (HallowelL) 

50. — On considère un angle droit AOB, et sur OB un 
point fixe M; on trace une droite rencontrant OB au point 
Q, OA au point F, et telle que, si du point M on abaisse une 
perpendiculaire MH sur PA, on ait toujours la relation 

PH« MH* 






OP» OQ» 

démontrer que la droite PQ passe par un point fixe. 

(G. L) 

51. — On considère un cercle et deux diamètres rec- 
tangulaires AB; CD ; on joint le point C à un point M, pris 
arbitrairement sur AB, et en ce point M on élève à CM une 
perpendiculaire qui rencontre aux points P et Q ; si en 
ces points P, Q, on mène les tangentes au cercle, ces droites 
se coupent en un point I dont on demande le lieu géomé- 
trique quand le point M se déplace sur AB. 

(G. L.) 

52. — On prend un angle droit AOB, et sur OB un point 
fixe M. Soit G un cercle, tangent en à la droite OA. Me- 
nons par M une tangente à ce cercle, et soit P le point de 
contact ; menons OP et les bissectrices des angles formés 
par les droites OB et MP. Démontrer que le lieu décrit par 
les points I et T où ces bissectrices rencontrent OP, est un 
système de deux djDoites quand on fait varier le cercle G. 

c^iiJét^uc-j ' (G. L.) 






Le Rédacteur-Gérant, 
E. VAZEILLE. 
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NOTE ELEMENTAIRE D'ANALYSE INDETERMINEE 

Par M. G. de liOiti^cIiaiiips. 



1. — Nous rappellerons ici, pour nos jeunes lecteurs, qu'on 
donne le nom d'analyse indéterminée à cette partie de 
Falgèbre dans laquelle on se propose la résolution, en nom- 
bres entiers ou en nombres commensurables, de p équations 
à q inconnues ; p étant plus petit que q. De récents travaux 
de MM. Catalan, Realis, Ed. Lucas, Gésaro, etc. (1), ont 
montré tout le parti qu'on pouvait tirer, pour la solution de 
ceproblème, des identilésalgébriques. Lesrésultatsquenous 
exposons dans cette noie reposent aussi sur cette base qui 
permet de présenter, par un procédé tout à fait élémentaire, 
quelques points intéressants et délicats de la théorie des 
nombres. 

2. —r Considérons l'expression irrationnelle y: 

On peut récrire y = \/ P + Q y/y 

en posant P = a' + Sa^ 

Q = 3a« + p. 
Pour reconnaître dans quel cas y peut se décomposer en 
radicaux simples, il faut former la quantité U : 

U = P* — pQ«. 
On trouve U = (a* — p)» ; 

on a donc identiquement 

{a> + 3ap)* — p (3(x« + p)« = (ot« — P)» 

a 

ou, en posant a =— , p = — c, 

(a» — 3a6*c)« + c (3a«6 — 6«c)« = (a« + b*c)\ (A) 
Cette relation a lieu identiquement, c'est-à-dire pour toutes 
les valeurs attribuées aux lettres a, 6, c. 

(l) Nûuvaic correspondance mathématique^ 1879 et 1880. 
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3. — Proposons-nous maintenant de résoudre, en nombres 
entiers, Téquiation a' + py* = z^, (1) 

p étant un nombre entier donné; x, y y z, étant les incon- 
nues. Il résulte de l'identité (A) qu'en posant 

!x = a^ — 3pab* 
y == 36a« — pV 
s = a* -j- pb* 
a, b étant des nombres entiers indéterminés^ l'équation proposée 
admet toutes les solutions entières données par ces for- 
mules, quelles que soient les valeurs entières attribuées aux 
lettres a et 6. 

4. — Considérons maintenant Téquation plus générale 

qx^ + pt/» = z\ (2) 

dans laquelle, bien entendu, p et 9 sont des nombres en- 
tiers donnés. Nous allons, pour la résoudre, transformer 

l'identité (A) en posant c = -^ ; on obtient ainsi la relation 

identique pour toutes les valeurs attribuées aux lettres a, 6, 

(B) q (qa^ — 3a¥pY + p {3a^bq — 6»p)« = {a^q + 6*p)». 
Il résulte de cette identité que les formules 

ix = qa^ — 3 ab^p 
y = 3a^bq — b^p 
z = a*q -}- b^p, 
dans lesquelles a et 6 sont des nombres entiers arbitraires, 
donnent des solutions entières de l'équation (2). 

B. — Ces formules, bien que renfermant deux variables 
arbitraires, indépendantes, a et 6, ne donnent pas toutes les 
solutions entières de Téquation (2); Pour mettre en évidence 
ce fait important, observons qu'en posant 

a? = Xz 

y = \^z 

on aura (B") j x = 9 X» + p {x*X 

{ y = q XV + P".». 
^ Dans ces formules, X et (x doivent être considérés comme 
des nombres entiers arbitraires, et indépendants. Il est facile 
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d'observer que les formules (B') et (B'') ne sont pas équiva- 
lentes, et nous entendons par là que toute solution donnée 
par (B') n'est pas toujours et nécessairement obtenue par 
(B*), ou inversement. Par exemple, donnons à X et [x des 
valeurs arbitraires, entières, différentes de zéro. Les formu- 
les (B*) font connaître pour^s des valeurs correspondantes et, 
la plus petite d'entre elles est évidemment celle qu'on obtient 
en supposant X = i, etfx = ±i ; on trouve alors, en pre- 
nant X = I , |x = I : 

Considérons maintenant les formules (B') ; pour obtenir la 
valeur (p + 9) de z, il faut supposer a = dti 6 = + ï ^t 
les valeurs correspondantes de oî et de j/ sont 

+ 0? = g — 3p 

± y = H—h 

qui, en général, ne sont pas égales à celles que nous avons 
trouvées au moyen des formules (B") . 

6. — On peut encore déduire de l'identité (A) une solution 
de réquation ce» + y^=zz^. (3) 

Supposons en effet que les nombres a, 6, c, qui figurent 
dans cette identité» satisfassent aux deux relations 

c = 3 a*6 — 6'c 

a = I + 6' ; 

on en déduit c = 3 a6 

et, par suite, . c = 36 (i -f *') ; 

on aura donc, identiquement, 

[(i + 6»)«(i — W)Y + [36(1 + 6')P=l(i + 6')(i +4^')?. 

Les formules 

4:cc = (i -f 68)«(i — 86») 

y =36(i + 6») 

^=(1 +Ô3)(, ^4^8) 

daos lesquelles 6 est un nombre entier arbitraire, donnent 
des solutions de l'équation (3). 

7. — On peut généraliser les résultats précédents en suivant 
la méthode élémentaire que nous venons d'exposer. 

Si l'on considère, en effet, l'expression 

y = (a + slj) \/oc + V^7 V^* + V'7 
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qui peut s'écrire 

ou y = y/p + Q v/7; 

eu posant P = a* + 6a*p + p' 

Q = 4»» + 4ap, 
on trouve P« — Q»p = (<t* — p)*. 

On a donc identiquement 

(a* + 6a«S + ^r - P{4°^' + 4«P) = (** - P)* 

a 

ou, en posant a = -7- p = — c, 

(a* — 6a«6^c + 6*c*)« +c(4a'6 — 4b^acy = (a« + c6*)*. 
On peut ainsi trouver des solutions entières de l'équation 

cc«+pj/« = j3S (4) 

au moyen des formules 

± X =: a^ — ôa^b^p + 6*p* 
± !/ = 40*6 — 46'ap 
± j5 = a* + p6« 
dans lesquelles a et 6 désignent, comme tout à l'heure, des 
nombres entiers arbitraires. 

8. — On voit, sans que nous ayons besoin d'insister sur 
ce point, comment on pourra poursuivre indéfiniment ces 
recherches et obtenir des formules de résolution, renfermant 
deux paramètres variant arbitrairement, par des valeurs 
entières pour les équations 

x^ -\- py* = z^ 
et même pour les équations 

qx^ + pj/" = js"*, 
quand m est impair. On trouvera ainsi que l'équation 

qx^ + py^ = z^ (8) 

est résolue par les formules 

! + a? = 5*a* — ioa^b*pq + 5a6*p* 
±y = Sq^a'b — ioa*6»pg + by 
js = o*p + à^q 
qui résultent de l'identité 

qf(g«a* — ioa*¥pq + 5a6*p*)« 
+ p(5î«a*6 — loa^Vpq + 6»p«)« == (a*q + 6«p)». 
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Mais la généralisation de ces résultats, lorsque l'exposant 
de z est supposé quelconque, quoique très facile, ne peut se 
faire sans sortir du cadre élémentaire que nous avons fixé 
à cet article. 

9- — Nous donnerons ici une dernière application de 
l'identité (B). 

Considérons l'équation 

qx^ + pj/« = I (6) 

et soit a; = 6', y = 6, 

nr^ solution particulière; il est facile de reconnaître qu'il 
existe alors une infinité de solutions entières de Véqua-- 
iion (6). 

On a, en effet, d'après (B), 

mais on suppose que 

on peut donc dire que les nombres 

y, = ô(3gô'« - p6«) ] ^ ^ 

donnent qXi^ + Pî/i* = ^ • 

On pourra donc ainsi calculer, de proche en proche, une 
infinité de solutions de l'équation (6). 

Exemple. — Soit Véquation 

On aperçoit immédiatement la solution 

a; = ô'=i, t/ = ô=i; 
les formules (7) donnent 

On a bien, en effet, 

3 X 8i — 2 X 121 = I. 
On trouve ensuite 

Xi = 8721, y, = 10681. 
On peut vérifier que 

(8721)» = 76055841 
(io68i)«= 114083761 

et l'on a bien 

3x76055841—2X114083761 = 1. 
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10. — Pour lûontrer, en terminant cette note, toute la 
délicatesse de ces questions d'analyse indéterminée qui 
nous paraissent, au moins par un certain côté, ressortir 
autant de l'algèbre élémentaire que la théorie des nombres, 
nous voulons faire remarquer que l'équation (6) qui vient 
de nous occuper ne peut pas être résolue par des formules 
algébriques, parce que, comme nous allons le démontrer, 
cette équation n'admet pas toujours une solution entière. 

Considérons, en effet, l'équation particulière 

7a;« — 5y«=i, (8) 

nous allons reconnaître qu'elle n'admet pas de solution en 
nombres entiers. Observons d'abord que, pour une raison 
évidente, y n'est pas un multiple de 7 ; alors y est de Tune 
ou de l'autre des formes j/i, t/j, j/s ; 

!/i = 7A.± I 
î/a = 7A ± 2 

!/8 = 7^ ± 3 
(A étant un nombre entier). 
On a, d'après cela, 

5yi« + I = 5(7A ± i)« + I = M . 7 + 6 
5î/,« + I = 5(7A ± 2)«+ I = M . 7 
5t/3« + I = 5(7A ± 3)« + I == M . 7 + I, 
L'équation (8) exige donc que y soit de la forme 

(7A±2). 
Celte remarque faite, on peut reconnaître que si l'on pose 

5(7Aiiz2)« + i = 7.B, 
tous les nombres B, nombres entiers obtenus en donnant 
à A des valeurs entières arbitraires, sont terminés par un 
8 ou par un 3. 

Vérifions-le d'abord pour des valeurs particulières de A. 
Pour A = I, on a 

5(7 — 2)* -}■ I = Ï26; 
donc B = 18. 

Pour A = 2 on a 

5(14 — 2)» + I = 721 ; 
donc B = io3. 

Supposons donc que la propriété ait lieu pour une valeur 



— 199 — 

particulière de A, et montrons qu'elle subsiste quand on 
augmente A d'une unité. 

On a en effet 7(A -j- i) — 2 = 7A + 5 
et nous supposons que 

5(7A — 2)» = (ioa + 3)X7 (9) 

a et A étant, bien entendu, des nombres entiers. D'ailleurs 

5(7A+5)« + i = 5(7A-2 + 7)"+! 
ou 5(7A + 5)* + I = 5(7A — 2)» + 70 (7A — 2) + 246 
et d'après (9) et en observant que 

246 = 7 X 34 + 8 
5(7A + 5)* + I = M . 7 + 8. 
Les nombres B seront donc, alternativement, terminés par 
un 3 ou par un 8. L'égalité 

705" = 5j/' + I 
est donc impossible, en nombres entiers, aucun nombre 
terminé par un 3 ou par un" 8 ne pouvant être un carré 
parfait. 



CONCOURS GENERAL DE PHILOSOPHIE 1881 

fiolntion par M. Hadamard, élève au Lycée Louis-le-6rand. 



On donne un carré inscrit ABCD (fig. 1), et un point I du 
plan. On joint le point I aux quatre sommets. Les droites obte- 
nues coupent le cercle en quatre nouveaux points A', B', G', D'. 
4^ Démontrer que dans le quadrilatère A'B'C'D', on a 

A'B' . G'D' = A'D' . B'G'. 
2^ Étant donné le quadrilatère A'B'G'D' satisfaisant à cette 
condition, placer le point I de manière à retrouver le carré 
ABCD. 
lo Les triangles lAB, lA'B' sont semblables et donnent , 

A^B^ _ l^' ^ t 
AB "" IB "" lA . IB 
{t étant la puissance du point I par rapport au cercle). 
^ ^ G'D' IG t 

De même "cF == TD = IgTID ' 
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d'oli 



de même 



AD . EC 

A'B' . GU 

A^F . B G^ 

AD . BG 



t' 



lA . IB . IG . ID ' 

t^ 

I . A IB . IG . ID ' 

Ges deux 
proport ions 
ayant les trois 
derniers ter- 
mes ée:aux 
chacun à cha- 
cun, les pre- 
miers termes 
sont aussi 
égaux, et le 
théorème esl 
démontré. 

Remarque. — 
Le rapport 

A^B^ . G D' 

A'D' . BG' 
est égal au 
rapport anhar- 
monique 
(A'B'G'D') (*). 
On pourrait en 
déduire une 
autre démons- 
tration du 
^^'^' théorème pré- 

cédent, puisque les points Aj'^A' ; B, B' ; G, G' ; D, B' divisent 
homographiquement le cercle, et que (ABCD) = — j. 
2** L'angle B'IA' à pour mesure la demi-somme des arcs 




{•)Car 



AB' C'D^ 



sin — arc A'B' sin — arc A'B' 



A'D' ' B'C 
'^ (U . A'B'CD'), U étant un point du cercle. 



I I 

sin — arc A'D' sin — arc CD' 

2 2 
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arc A'B' 
AB, A'B' ; il est donc égal à 45® + ^ ce qui donne 

2 

un premier lieu du point I. On en a un second en décri- 



A'D' 
vaut sur A'D' un segment capable de 45® + . Ces deux 

cercles se coupent en deux points, dont l'un est le point A' 
et dont l'autre répond à la question. Car, en joignant lA', 
IB', IC, ID', on obtient les arcs AB, AD égaux chacun à 
un quadrant. Mais si 

A'B' . CD' = A'D' . B'C, AB . CD = AD . BG (1°), 
ou, puisque AB = AD, CD = CB. Le point G est donc 
le milieu de BD et ABCD est un carré. 

Il en résulte que le point I appartient, non seulement 
aux cercles que nous avons décrits pour le trouver, mais 
encore aux cercles analogues décrits sur G'D' et G'B'. Or 
ces cercles, coupant le cercle donné sous les angles de 45®, 
sont orthogonaux ; les cercles lA'B', IG'D' sont donc tan- 
gents en I, ainsi que les cercles IB'G', ID'A', et les tangentes 
communes sont rectangulaires. Or ces tangentes passent 
respectivement par les points d'intersection E, F des côtés 
opposés du quadrilatère A'B'C'D' (fig. 4); en effet, le point 
d'intersection E des cordes B'A', B'C', interceptées sur les 
cercles lA'D', IB'C par le cercle donné, est sur l'axe radical 
de ces cercles, c'est-à-dire sur la tangente en I. Donc, 
du point I on voit la droite EF sous un angle droit. 

Malheureusement la solution que nous venons de donner 
manque de la généralité désirable. Car si le point I est hors 

du cercle, l'angle B'IA' n'est plus égal à 45®-| , mais 



A'B' A'B' 

à 4.5® ou à 45® . Nous allons donner une 

2 2 

solution générale. 

Elle s'appuie sur le théorème que nous venons de démon- 
trer, mais que nous avons à démontrer à nouveau indé- 
pendamment de la position du point I. 

Pour cela, il suflit de remarquer que les quatre cercles 
que nous avons considérés sont les inverses des côtés du 
carré par rapport au point I et à la puissance lA . lA, 
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et que par conséquent, puisque les angles du carré sont 
droits, ces cercles sont orthogonaux deux à deux ; le reste 
comme ci-dessus. 
De plus, on voit du môme point sous un angle droit les 

points de rencontre e, cp 
des tangentes aux sommets 
opposés du quadrilatère 
A'B'G'D'. En effet, transfor- 
mons ce quadrilatère avec 
le même pôle et la même 
puissance que ci-dessus. 
Le point D' devient D et 
la tangente D'<p une cir- 
conférence passant par le 
point 1 et tangente au 
cercle 0; son centre est 
donc sur la droite DOB, 
L'inverse de B'(p est de 




Fig. «. 



môme une circonférence ayant son centre sur BD. La ligne des 
centres de ces deux circonférences est donc BD, et leur corde 
commune I(p' est perpendiculaire à BD. De même le' est 
perpendiculaire à AC. Donc Tangle elç, égalàe'Icp', est droit. 

Or les points E, F sont conjugués, et il en est de même 
des points e, (p. Car les points A', B', G', D', et par suite les 
tangentes en ces points sont en rapport harmonique. Donc 
(eKGX) = — I . De même (eK'A'U) = — i , et la droite A'C', 
polaire de s, passe par le point cp, intersection de KK' et 
de LL'. 

De]fplus les points E, F, e, cp sont en ligne droite. Donc 
du point I on voit soils un angle droit les couples de points con- 
jugués situés sur la troisième diagonale du quadrilatère A'B'G'D'. 
Les points I, I', d*oii Ton voit sous un angle droit ces couples, 
s'obtiennent en portant sur le diamètre OH perpendiculaire 
à EF, de part et d'autre du point H, la distance H* — n*, égale 
à la tangente HT du point H. Ges points sont conjugués par 
rapport au cercle, car on a HI» = HT* = HM . HN (M, N 
étant les points d'intersection de OH avec le cercle). 

Si le point lest donné, la droite EF est parfaitement 



a/ 
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déterminée. Car F devra être le conjugué harmonique de I 
par rapport à MN, etEF la perpendiculaire au milieu de \\\ 

II en résulte que les 
points I, r répondent 
tous deux à la question. 

De notre démonstration 
il résulte que st, te 'point I 
restant fixe^ le carré ABGD 
tourne dans te cercle^ la 
droite EF reste fxe^ ainsi 
que son pôle, qui est lepomt 
d'intersection des diagonales 
du quadrilatère A'B'C'D'. 

Généralisation. — Appe- 
lons, dans un système de 
quatre points A, B, G, D, 
couple de lignes deux 
lignes telles que AC, BD 
où AC joint deux des 
quatre points, BD les 
deux autres, et donnons 
pour valeur à ce couple le 
produit AC.BD. 

Gela posé, si Ton trans- 
forme par rayons vecteurs 
réciproques les quatre 
points A, B, G, D, je dis 
que les rapports des cou- 
ples entre eux seront con- 
servés. 

Gar on montrerait comme 
plus haut que 

A'G'.B'D' /• 




Fig 3, 

A'D.B'G' A'B'.C'D' 



AD.BG lA.IB.IG.ID AD.BG "" AB.GD 

De même, dans un polygone quelconque d'un nombre de 

côtés pair, le rapport du produit des côtés de rang pair à 

celui des côtés de rang impair est conservé. 
Gela posé, soient deux quadrilatères ABGD, A'B'C'D' tels 
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Ag.BD _ AD.B^G^ _ AB.CD^ 
'^® AG.BD ~ AD.BG ~ AB.CD ' 

cherchons le pôle et la puissance d'une transformation par 
rayons vecteurs réciproques ou les points A, B, G, D devien- 
dront des points formant un quadrilatère égal au quadrila- 
tère A'B'G'D'. 
Soit I l'origine et a* la puissance. On a 

BG _ IB.IG ^ AG _ lA.IG 
B'G' ~ o« ' AG' "" a« * 

Divisant membre à membre, il vient 

BG AG IB 



De même 



BG' • A G' ~ lA 
AG AB IG 



A'G' AB' IB 
et une troisième relation qui est satisfaite quand les deux 
premières le sont. 

Ges deux premières nous donnent pour lieux du poirt I 
deux circonférences se coupant en deux points I et I' qui, 
on le démontrerait facilement, répondent à la question 
pour le triangle ABG, c'est-à-dire qu'en transformant ce 
triangle avec chacun de ces points pour origine et une 
puissance convenablement choisie, on obtient deux triangles 
afy, a'pY égaux à A'B'G'. Transformons aussi le point D, 
nous obtenons les points 8, 8'. Si les quadrilatères apyS, a'p'Y'8' 
ffont égaux, on a 

lA _ AB^ ^ _ ^AB_ . BD _ Vk^ 
ID ~ ap • B8 ~ a'p' ' p'8' ~ ID 

lA _ JB JG^ _ JD^ 

^^ l'A "" IB "" TG "" VD 

et la circonférence lieu des points tels que le rapport de leurs 

lA 
dislances à I et à F soit égal à -rpT" passera par les points A, 

B, G,D. Le quadrilatère ABGD sera donc inscriptible. 

Écartons pour le moment ce cas, et faisons coïncider les 
triangles A'B'G', afy, a'pY* Puisque les quadrilatères apyS, 
a'p'Y'8' ne sont pas égaux, les nouvelles positions 8j, 8/ des 
points 8, 8' seront distinctes. Mais on a 
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A'G'.B'D' ~ AG.BD" A'C s'a'/**^ P"^-^"" AG'.B'5'j 



ou» en supprimant les facteurs communs : 

_ A\ _ A:t\ 



et de même 



CD' 
B'D' 
MB' 
CD' 



Mais il n'y a que deux points tels que leurs distances aux 
points A', B', G' soient proportionnelles à A'D', B'D', G'D'. 
Gomme 8^ et 8/ sont distincts, D' coïncide avec un d'eux et 
un seul, et le problème a une solution et une seule. 

Si le quadrilatère ABGD est inscriptible, le quadrilatère 
donné A'B'G'D' doit l'être aussi; les quadrilatères opyS et 
a'pyS' sont égaux entre eux et inscriptibles dans une circon- 
férence égale à la circonférence A'B'G'D'. On en conclut aisé- 
ment, en raisonnant comme ci-dessus, que le problème a 
deux solutions. 

Le même problème peut être résolu par des considérations 
angulaires. 

En effet l'angle AIB a pour mesure la somme ou la diffé- 
rence des 
demi - arcs 
AB, ab a, b 
étant les 
points oii les 
droites lA IB, 
coupent le 
cercle ABG) 
ou la somme 
ou la diffé- 
rence des 
demi-arcs 

AB,A'B', suivant que le point I est à Fintérieur ou à l'exté- 
rieur du cercle ABG. Mais ces demi-arcs ont pour mesure 
les angles c, c' ou leurs suppléments, suivant que le point I 
est du même côté de BA que le point c ou de côtés différents. 
Donc l'angle AIB est égal & c — c ou à c + c ou à c' — c ou 




Fig. 4. 



- 206 — 

a 4d -^ (c 4" O* 0^ ^^^^ ainsi des lieux du point I dont 
l'intersection donnera les points cherchés, si le problème 
est possible. 

Mais la condition de possibilité est facile à exprimer. 
Car pour que l'angle BAC devienne égal à B'A'C, il faut que 
BIC soit égal A — A' ou à A' — A, ou à A + A' ou à 4^— ( A+A') . 
De même, pour que BDG devienne égal à B'D'C, il faut que 
BIG soit égal à D — D', etc., suivant la position du point I. 
En égalant ces valeurs de BIG dans toutes les positions du 
point I, on obtient une des conditions cherchées. 

Réciproquement, si ces conditions sont remplies, il est 
facile de démontrer que le problème est possible, excepté 
dans le cas du quadrilatère inscriptible, oîi ces conditions 
ne sont pas suffisantes. 
Or, voici à quelles conditions on arrive : 
Appelons demi-couple d'angles deux angles tels que ACB, 
ADB. c et D seront les sommets et AB la base. Le demi-cou- 
ple de base CD sera le conjugué du précédent et leur ensemble 

formera un couple ayant 
pour base le couple de 
lignes f (ABCD). La va- 
leur d'un demi-couple 
sera la différence de ses 
angles, si les sommets 
sont du même côté de 
la base, etleur somme 
dans le cas contraire. 
On verrait sur une 
figure que deux demi- 
couples conjugués sont 
égaux ou ont pour 
somme 4(2. On peut 
donc prendre pour la valeur X du couple de base /, la 
valeur d'un de ses demi-couples. 

Cela posé, les conditions trouvées se réduisent à celle-ci, 
que les couples d'angles soient conservés. 

Mais on peut établir plus rapidement cette condition en 
montrant qu^elle est équivalente à la relation segmentaire 
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trouvée plus haut» excepté dans le cas du quadrilatère ins- 
criptible. 

A cet effet prenons la figure dont on se sert pour démon- 
trer la proposition contraire du théorème de Ptolémée. 

On sait que Ton fait l'angle DAM = CAB et Tangle MDA 
= ACB et que Ton oblient ainsi les deux triangles DAM, ABC 
et AMB,DAC. Il en résulte 

^^ == 42- ou AD.BG = AG.DM 



DM CB 
AB AC 



ou AB.CD = AG.MB. 



D'oh 



DM CD 
AD.BG AB.GD AG.BD 



DM MB BD 

Les trois côtés du triangle DMB sont donc proportionnels 
aux trois couples de lignes /, m, ndu quadrilatère. Mais ses 
angles sont les trois couples d'angles \ [a, v de ce même 
quadrilatère. Car on a 

DMB = DMA + AMB = ABC + ADG = X 
MDB = MDA — BDA = BCA — BDA = [a 
DBM = MBA — DBA = DCA — DBA = v. 
On voit donc que nos deux relations segmentaire et angu- 
laire sont toutes deux équivalentes à celle-ci, que le triangle 
DMB et le triangle D'M'B' construit de la même façon dans 
le quadrilatère A'B'G'D', sont semblables. 

Dans le seul cas du quadrilatère inscriptible, la relation 
angulaire ne prouve pas la similitude des triangles DMB» 
D'M'B", parce que deux triangles réduits à des lignes droites ne 
sont pas, pour cela, semblables; quoiqu'ils soientéquiangles. 

Le triangle DMB permet encore devoir que nos trois rela- 
tions angulaires se réduisent à deux, puisque la somme des 
couples est toujours 2c(. 

Des propriétés de ce triangle on peut aussi déduire des 
propriétés du quadrilatère. Four cela, on n'aura qu'à rem- 
placer dans les relations 

sin X sin (i sin v 

/ m n ' 

/ == tn cos V -j- ^ cos (A, etc. 
2, m, n, X, yi, V par leurs valeurs. 
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NOTE DE GEOMETRIE 

Par M. H. Bourgret, àAix. 



Théorème. — Soit DOS le diamètre d'un cercle 0; BAS 
une sécante. On mène Us ordonnées AP, BQ des points A et B. 
On tire les lignes AQ, BP qui se coupent en I. On joint le point I 
au point D, la ligne DI coupe BAS en M. Démontrer que le, 
point N est sur la tangente en G. 

Élevons par le point S une perpendiculaire DCS; et pro- 
longeons DIM jusqu'à sa rencontre en N avec cette ligne 




D'après un théorème connu, une parallèle à NS, AP par exem- 
ple, étant divisée en deux parties égales par SI, le faisceau 
[S, N, M, I, D] est harmonique ; donc la droite DN est divisée 
harmoniquement par les quatre points N, M, I, D. 

Abaissons de I une perpendiculaire sur le diaaiètre DCS. 
Il est évident que si nous démontrons que la ligne DS est 
divisée harmoniquement par les points D,R,0,S, nous aurons 



— 209 — 

démontré le théorème, parce que le point M se trouvera sur 
une perpendiculaire MG à l'extrémité du diamètre- 

Or il est facile de voir au moyen des lignes de la figure que 
RI est la polaire du point S par rapport au cercle 0. Donc 
les quatre points divisent bien harmoniquement la droite DS. 
Par suite le théorème est démontré. 

Corollaire 1. — Dans une conique, si de devœ points A 
et B on mène deux cordes conjuguées à un diamètre DG et qu'on 
cherche l'intersection I des diagonales du trapèze formé par ces 
cordes et le diamètre, et qu'on joigne le point I au sommet D, la 
ligne DI coupera AB en un point M situé sur la tangente en G. 

On obtient ce théorème par la méthode projective* La ques- 
tion 13 (Journ* math, spéc.) n'en est qu'un cas particulier. 

Corollaire 2. — Ce théorème permet de construire une 
conique connaissant trois points, la direction du diamètre passant 
par un de ses points, la direction du diamètre conjugué. 



BACCALAUREAT ES SCIENCES 



PARIS — JUILLET 1882 

Résoudre ■ -\ ; f- ■ + ■ = o. 

a?+i a? + 2 X — I X — 2 

— Étant donnée une sphère de rayon R, déterminer la distance OP du centre 

à un point P, de façon que la surface latérale du cône circonscrit à la sphère 

et ayant pour sommet le point P, soit équivalente à la surface de la calotte 

sphérique AGB,limitéeparle cercle de contact et extérieure au cône. 

— Calculer les valeurs de tga déterminées par l'équation 

3 

tg (a + 45) 4- tg (o — 45) = ■— -. 

2 

— Soit le centre d'une sphère de rayon R ; soit A un point extérieur à 
la sphère. On construit le cône circonscrit ABC, qui a pour sommet A et le 
cône OBG, qui a même base, et dont le sommet est au centre de la sphère. 
Calculer la distance OA, sachant que la somme des volumes de ces cônes est 

3 
égale aux -rp du volume de la sphère. 

o 

/t/v t y» 

— Si, dans l'expression — — - — , on fait varier a? de— oo à + oo, cette 

X ~y" I 

expression passe par un maximum et un minimum. Déterminer les nombres 
a et 6 de façon qne le maximum soit + 4, et le minimum — i . 
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^ L'angle a étant donné par la relation tg 2a = ^3*7 calculer la valeur de 
tg 3a. 

— Prouver que si, dans un tétraèdre, deux couples d'arêtes opposées sont 
rectangulaires, les deux dernières arêtes sont rectangulaires l'une à l'autre. 

— Dans le triangle ABC, AB= 12" ; AG = 8". On propose de déterminer le 
troisième côté BG de façon que le segment DH, intercepté entre la hauteur 
AH et la bissectrice AD de l'angle BAG, soit égale à S**. 

— Déterminer les limites entre lesquelles demeurent comprises les valeurs 

de la fraction -i— r —, 

a?* + I ' 

quand on fait varier xea lui attribuant des valeurs réelles quelconques. 

Calculer la base et la hauteur d'un triangle isoscèle connaissant les 
volumes y et Y' engendrés par le triangle tournant successivement autour de 
sa base et autour d'un autre côté. 

ROUEN 

Calculer en degrés, minutes et secondes les valeurs de x comprises 
entre o et 3 60, satisfaisant à l'équation 

tg a? + tg 3a? -f sin 7X = ô. 



ECOLE FORESTIERE 



CONCOURS DE L'ANNÉE 1882 

Mathématiques. 

1. — Trouver la somme des termes de la suite 

I 4- 2a;2 + 3a;^ + • • . + *w^ — *. 

2. — Résoudre l'équation 

a?* 3a^ 3aj^ , x , i 
a;* + — + -^ + — - = o. 

3. — Par un point fixe A on fait passer une série de droites rencontrant 
une droite donnée MN, et sur chaque segment tel que AB, on construit un 
triangle semblable à un triangle donné ; trouver le Ûeu des sommets P de 
ces triangles. 

4. — Maximum et minimum de 

a^ — x^ + 3x* — 3a?* 

3a? — 3 + a;» — aj3 * 

Trigonoxnétrie et caloul. 

1. •— Calculer les distances des deux points G et G' à la droite passant par 
les deux points inaccessibles A et A', connaissant 

GG' = 64989'»98 
AGG' =41» 28' 37', 42 
G'GA' = 59 49 59, 87 
AC'G = 62 38 48, 98 
CC'A' = 37 25 17, 79. 
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2. — Résoudre un triangle, et en calculer la surface, connaissant les trois 
angles et le rayon du cercle inscrit 

A = 7i« 2i'45'', 36 

B SS: 32 43 27, 92 

C = 75 54 46, 72 
r = 11929, 98. 



QUESTION 376 

SolntloB par 



L'arête d'un dièdre donné a est tangente à une sphère de 
rayon R. Quelle doit être, par rapport au plan diamétral de 
contact, la position de ce dièdre pour que la surface de sphère 
interceptée par le dièdre soit maxima? 

Soient a? et a — ce les angles qui font les faces du dièdre 
avec le plan diamétral; l'expression dont on cherche le ma- 
ximum est, comme on peut facilement le reconnaître, 

47cR* [i — cos'j? — cos" (a — x)]. 

La quantité entre crochets peut s'écrire 

sin'a? — cos* (a — x) 

ou encore cos* ( x\ — cos* (a — x). 

Sous cette forme on peut facilement la transformer en un 
produit, et Ton trouve pour la quantité à rendre maxima, 
l'expression cos a cos (20? — a). 

Cette expression sera maxima, quand on aura 

a 

2 
Donc le plan diamétral est bissecteur de l'angle dièdre. 

QUESTION 379 

Solution par M. Hbllot, élève au lycée Corneille, à Rouen . 



Déterminer les côtés â!un triangle^ connaissant le périmètre 
2p, sachant que bc = m*, et que les médianes correspondant 
aux côtés b e^ c sont à angle droit. 

Soient ^ et y les médianes correspondant aux côtés 6 et c; 



^ 
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on a, d'après des relations connues, 

De plus, les médianes se coupant à angle droit, aux deux 
tiers de leur longueur à partir du sommet, on a 

-i- (p« + f) = aK 

On déduit de ces deux équations la relation suivante 

6» -f c« = 5a*. 
Donc les trois équations du problème sont 

a -f- ft + c = 2p 
6* + c« = 5a» 
6c = m*. 
On élimine facilement h et c, ce qui donne l'équation 

5a» -}■ 2m» = (2p — a)» 
ou 2a» + 2ap — 2p» + m» = o. 

La condition de réalité des racines est 

5p» — 2m» > o. 
De plus, la somme des racines étant négative, il faut, pour 
que le problème ait une solution^ que les racines soient de 
signes contraires, ce qui donne la condition 

2p^ — m» > o, 
qui entraîne la précédente ; il y a alors une seule solution 
pour a; on en tire ensuite facilement h et c. 

Nota. — La même question a été résolue par MM. Derome, à Valenciennes, 
et Fiéyet, à LiUe. 



QUESTION i 

Solution par M> H. Bourget, à Aix. 



Démontrer'^ que te polynôme 

A = n(n + i)(n + 2)x" — 6n. ix*»"* — 6(n — O^x""* 
6(n — 2)3x°-3 — . . . — 6.2(n — i)x — 6n 
est exactement divisible par x — i et donner te quotient, 

(G. de Longchamps.) 

La condition nécessaire et suffisante pour qu'un polynôme 
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entier en x soit divisible par x — i , c'est que i substitué 

à X annule le polynôme. 

Substituons donc i à x dans le polynôme proposé, il devient 

A = n(n + i)(n + 2) — 6n. i — 6(n — 1)2 — 6(n — 2)3 

— ... — 6.2(71 — i) — 6. m. 

D'après ce que nous venons de dire, on doit avoir 

n(n + i)(n +2) , . . , , 

^ = n. I + (n — 1)2 + (n — 2)3 i- ... 

+ 2(w — H" ï^- 
Si nous développons le second membre de cette égalité 
nous aurons, toutes réductions faites, 

— ^ — *—^ — ! — i- = m + 2n + 3n + . • • + (w — 0^ 

-{- n.n — [i + 2 + 3 + ... + (^ — 2) -}- (w — 0] 

_ [i« _}- 2« + 3* + . . . + (n— 2)« -j- (^ — i)*] 

ou, effectuant les sommes indiquées et réduisant au même 

dénominateur, 

n(n-{- i)(n-f-2) 3n(i-|-w)n — 3n(n — i) — (n — i)n(2n — i) 

6 6 

ou 

n(n + i)(n + 2) 3n(r 4-n)n — 2n(n — i)(n + i) 

6 ~ 6 

ou enfin 

n(n + i)(n + 2) _ n{n + i)(n + 2) ^^„^ 

- . ' — ^ • C.Q.F.D. 

6 6 

Il est aisé de vérifier que le quotient est 
[n(n + 0(^ + 2)]x**"* + [n{n + i)(n +2) — 6n. i]af*~* 

+ [n(n -|- i)(w + 2) — 6». I — 6(n — i)2]x"~' 
"-f- . . . + W^ + i)(n + 2) — 6n. I — 6(n — 1)2 — 
. , . — 6.2(n — i)]x + [n{n + i)(w + 2) — 6n. i 
— 6(n — 1)2 — ... — 6.2(n — i) — 6. m]. 

Nota. — La même question a été résolue par M. Paul Godefroy, à Lyon. 
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BIBLIOGRAPHIE 



Cours de Mécanique élémentaire, à V usage des aspirants au 
baccalauréat es sciences, et des candidats aux Écoles navale, 
militaire et forestière, par M. Combette, professeur au lycée 
Saint-Louis. — Paris, librairie Germer-Baillière 

Au moment de rendre compte de l'ouvrage nouveau de M. Combette, je ne 
crois pas devoir reprendre l'observation générale que j'ai déjà eu l'occasion 
de &iie sur les programmes de mécanique dans l'enseignement secondaire. 
J'accepte, tel qu'il est, l'ordre suivi par l'auteur, et je ne puis que le féliciter 
de la manière dont il a développé son programme, et des détails dans lesquels 
il est entré. M. Combette a traité à fond, autant que le permet l'étude élémen- 
taire de la mécanique, toutes les questions qui font partie du eoors de mathé- 
matiques â*"* année ; mais je signalerai plus particulièrement aux lecteurs ka 
chapitres suivants : 

Réduction des forces à deux ; 

Conditions d'équilibre d'un solide libre et les six équations ; 

Conditions d'équilibre d'un solide qui n'est pas libre ; 

Les machines, à propos desquelles M. Combette décrit les principaux types 
de machines simples usuelles ; 

L'étude géométrique détaillée du mouvement des projectiles dans le vide; 

Le travail et la transmission du travail dans les machines. 

Les exemples intéressants qui accompagnent chacune des théories impor- 
tantes sont choisis de façon à bien faire comprendre l'application des divers 
principes à la solution des problèmes de mécanique ; les exercices qui viennent 
après chaque livre contiennent, ou bien des théorèmes qui sortent des limites 
du programme, et qu'il peut être pourtant utile de connaître, ou bien des pro- 
blèmes présentant pour les élèves un grand intérêt, soit parce qu'ils donnent 
des résultats souvent assez simples , soit parce qu'ils proviennent de questions 
d'examen. 

M. Combette a indiqué par un astérisque les questions qui ne font pas par- 
tie du programme du baccalauréat ; il esta désirer que même les aspirants à ce 
grade prennent la peine d'étudier complètement ce cours de mécanique, dont 
les candidats aux Écoles ne doivent négliger aucune partie, sans se préoccuper 
da programme. 

Je terminerai cette notice en signalant aussi Texécution matérielle de cet 
ouvrage ; l'éditeur a eu soin de mettre des figures très nettes, de grande 
dimension ; les modèles de machines ont été choisis parmi les types les plus 
parfaits et réproduits avec une très grande netteté ; ces avantages, joints au 
fond même de l'ouvrage, contribuent à en faire un traité fort recommandable. 

A* M. 
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ENSEIGNEMENT SPECIAL 



CONCOURS D'AGRÉGATION EN 1882 

Algèbre. 

Un professeur, pour donner à ses élèves une idée succincte 
delà résolution des équations du troisième degré de la forme 

a^ -{- px -{- q = Of les engage à remplacer x par y , 

ou par m sin 9, en disposant de l'indéterminée m de telle 
sorte que Téquation transformée soit résoluble à la manière 
des équations du second degré, ou de la relation Irigonomé- 
trique entre sin 3 (p et sin 9, et donne immédiatement une racine 
réelle. On en déduira les trois racines de l'équation proposée. 
Appliquer ce procédé aux équations 

cr* + 6a? — 2=0; fic* — bx — 2 = 0, 
et faire le calcul avec la précision que peuvent donner les 
tables à cinq décimales. 

Géométrie descriptive. 

Dans un plan PaF, perpendiculaire au plan vertical, et 
faisant un angle (p avec le plan horizontal, on décrit une 
circonférence sur la portion AB de la trace horizontale aP 
prise comme diamètre. Construire la surface engendrée par 
ce cercle tournant autour d'un axe vertical dont la projection 
horizontale C divise le diamètre AB en deux parties telles 

AC — CB 
^^^ AG + CB = ''^ ^- 

Pour représenter les projections du corps ainsi engendré, 
on supposera que la partie située au-dessus de PaP' a été 
supprimée. (Épure à main levée.) 

Mécanique. 

1. — Description de Tinjecteur Giffard. 

2. Engrenage à roues elliptiques, destiné à transmettre 

la rotation d'un' axe à un autre axe parallèle dans un rapport 
qui varie entre deslimites données. 
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QUESTIONS PROPOSEES 



53. — On considère Texpression 

et on propose de la transformer en un produit de deux fac- 
teurs de la forme \ x + V !/ • 

Démontrer que la transformation n'est possible que si 
o*d = 6c, et qu'elle n'est avantageuse que si les nombres 
a* — 6, a' — c sont carrés parfaits. 

Exemple 

(G. L.) 

54. — Résoudre le système d'équations à trois inconnues 

g^% — j/* — j5* — d» a 

^* + î/' + «* — * ""^' 
2j/(a5 — d) h 



«?* + y' + ^* — <i' rf ' 

2z{x — d) c 

cc» + î/« + is« — rf2 ■" rf"' 

en supposant a' + 6* -j- c* différent de d*. 



(G. L.) 



Le Rédacteur-Gérant» 
E.VAZEILLE. 



I*1RI8. — IMPRIUKRIB CBAIX|20, RDI BEROBRB, PRES DD BOULEVARD MONTMARTRE. — 1 8840^. 
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NOTE 

SUR LES PROPRIÉTÉS DU QUADRILATÈRE INSCRIPTIBLE 

Par M. X. Antomari» professeur au Lycée de Garcassonne. 



Les propriétés dont il Ta être question sont relatives aux 
relations bien connues entre les côtés et les diagonales. Elles 
se déduisent simplement de la propriété générale suivante : 

Dans tout quadrilatère inscriptibley si on multiplie Faire du 
triangle formé par trois des sommets par le can^é de la distance 
du quatrième sommet à un point quelconque du plan, la somrn^ 
des produits relatifs aux deux triangles séparés par une diago^ 
nale est égale à la somme des produits relatifs aux deux triangles 
séparés par Vautre diagonale. 

Je sais, pour l'avoir vu à la fin du Traité de Géométrie de 
MM. Rouché et de Gomberousse, que cette proposition est 
due à Luchterhandt, qui Ta publiée dans le Journal de Grélle^ 
t. XXIII. A la fin du même Traité de Géométrie, hi démon- 
stration de cette proposition est donnée comme application 
de la multiplication des déterminants. Par cela même, elle 
ne peut être enseignée en Mathématiques élémentaires. Nous 
allons en donner une simple, à la portée des commençants, 
et qui n'exige que la connaissance de la propriété du carré 
du côté d'un triangle P 

opposé à un angle aigu 5<''='^='^^'"''"^' ' " ' " 

ou à un angle obtus, //\\. ^^\ ^-' /f 

ainsi que la propriété / / \>v ^^ \ ''' 

du produit des seg- / / \ /K^ \ '' ' 

ments déterminés par / / \^ N. V /' 

une circonférence sur I / ^^^^ \ n^^ r' 

les sécantes issues d'un \u^^ m^ \ f^ _ - . . 

point. V\^ ^\ //r ^ 

Voici cette démons- >v^^^\^ \ ^'/y 

tration : ^^-.J^l^^l:^^^^^ 

Soient ABGD le qua- ^ 
drilatère inscrit dans le cercle de centre 0, et P un point 
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quelconque de son plan. Les diagonales de ce quadrilatère 
le partagent en quatre triangles; nous désignerons d'une 
manière générale Taire de Fun de ces triangles par la lettre 
dîi sommet opposé. Par exemple, nous appellerons A Taire 
du triangle BCD. Soient a, b^ c, d les côtés da quadrilatère, 
m et n ses diagonales, enfin R le rayon du cercle circons- 
crit* 

'Remarquons d'abord que les deux triangles ABD et BCD 
ayant même base BD» on a 

AI C 

IG "" A 

,_. AI IG m 

pubien _=._ = _ 

en désignant par S l'aire du quadrilatère. On en déduit 

ikT "^G ,, 

AI = -g-, H) 

IG = ^, (2) 

.. Joignons le point P aux sommets du quadrilatère et au 
point I, et soit P' sa projection surAG. La considération 
4es deux triangles API et IPG donne : 

ÂP^ =IP* + H^ + 2A.I X IP', 
: GP* = ÎP +IG^ — 2IG X IF. 

Multiplions la première de ces relations par IG, la deuxième 
par lA et ajoutons. Nous aurons 

IG X AP^ + lA X GP^ = ÏP^ X (AI + IG) + AI X IG 

X (AI + IG), 
relation que Ton peut écrire 

IG X AP^ + lA X GP^ = m (ÎF^ + R* — ÔP), (3) 

puisque AI X IG est la puissance du point I. Enfin, si Ton 
tient compte des valeurs de lA et de IG données par (1) et 
(2), la relation (3) donne, après la suppression du facteur m^ 

A X IP* + G X GP = S (ÎP* + R« —'Ôl^) • 

Le second membre ne dépendant que de la surface du qua- 
drilatère et de la position du point I, on en conclut 
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A X ÂP + C X CP = B xbP + D X DP* 

= S (IP* + R« — 01^) (*) (4) 

G. Q. F. D» 

Corollaire I. — Dans tout quadrilatère inscriptible le prch 
duit des diagonales est égal à la somme des produits des côtés 
opposés. 

Supposons en effet que le point P coïncide avec le point A 
par exemple, et rappelons que Ton a 

bcn _ cdm ^ adn _. abm ,^ 

D'ailleurs, on voit sur la figure que 

AP = o, CP = m, BP = a, DP = d. 
La relation (4) devient ainsi 

adn . cdm . , abm ,. 

adm 
La suppression du facteur commun ' ■■ donne finale- 

ment mn:=zac -{• bd c. Q. F. d. 

Corollaire II. — Dans tout quadrilatère inscriptible le 
rapport des diagonales est égal au rapport des sommes des 
produits des côtés qui aboutissent aux extrémités de la même 
diagonale. 

Supposons en effet que le point P coïncide avec le point 0. 
Alors on a AP = CP = BP =DP = R. La relation (4) de- 
vient A + G = B + D 
et en tenant compte de (5) on aura 

^{ad-\-bc) = -~{ab + cdi, 

„ ^ m ad 4- bc 

d OU — - = —7—. — y. 

n ab -j- cd 

Remakqui. «^ La démonstration qu'on donne de ces deux 
propriétés, dans les cours de Mathématiques élémentaires^ 
repose sur la similitude. Celle que nous venons d'indiquer 

(*) Oa peut remarqoer que la démonstralion i'appUqoe à uo point (ffUsAm 
conque de Tespaoe* 
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nous semble préférable parce qu'elle les fait découler d'une 
propriété générale; en outre, la démonstration de cette pro- 
priété générale n'exige aucun effort de mémoire pour les 
constructions, effort devant lequel les élèyes reculent tou- 
jours, au moins pour ce qui concerne le corollaire n. 



NOTE DE GEOMETRIE 



Dans le troisième liyre de Gréométrie élémentaire, on étudie 
en général deux problèmes de construction de lignes, en 
donnant une forme particulière à l'énoncé; nous nous pro- 
posons ici de traiter ces problèmes d'une manière plus 
générale, et d'en déduire les conditions de possibilité, et 
aussi les constructions ordinaires dans le cas particulier dont 
nous parlons. L'idée de cette généralisation ne nous appar- 
tient pas; nous avons trouvé, dans l'Algèbre de M. Burat 
l'indication de la construction relative au premier problème, 
à l'occasion d'une question d'algèbre qui n'est que la traduc- 
tion de l'énoncé que nous allons indiquer. 

Problème I. — Construire deux lignes, connaissant leur 

somme et leur produit; ou autrement, construire les dimensions 

(f tm rectangle, connaissant le périmètre et les dimensions d'un 

rectangle équivalant. 

Soient AB la somme des deux lignes, m et n les dimensions 

du rectangle donné. Au 
point A j'élève à AB une 
perpendiculaire AD égale 
à m, et au point B une 
perpendiculaire BG égale 
à n; ces deux perpendi- 
culaires étant mesurées 
du même côté de AB. Je 
mène la ligne CD, et sur 
CD comme diamètre je 
décris une circonférence, qui, en général, coupe AB en 
deux points E, F; les lignes cherchées sont A£, £B, ou AF, FB. 
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Pour le prouver, je mène les lignes DE, EC; les deux trian- 
gles semblables DÂE, EGB, me donnent immédiatement 

AE _ AD 

CB "" EB ' 
ou AE . EB = mn. 

La perpendiculaire abaissée du point 0, milieu de CD» sur 
AB, tombe en H, milieu de AB; ce point H est aussi le 
milieu de la corde EF; il en résulte que AF = EB. 

Pour que le problème soit possible, il faut que la circon- 
férence CD rencontre AB; ce qui exige que OH soit infé- 

X CD 
rieur à — . 

Or ' OR = ^!t±l, 

2 

et CD» = CK« + DK* = AB« + (m — n)\ 

AB» 
On en lire facilement mn < — . 

4 

Donc le carré de la demi-somme donnée doit être supérieur 

à la surface du rectangle. 

Corollaire. — Si m et n sont égaux entre eux^ CD est 
parallèle à AB, AD est tangent en D à 2a ^circonférencey et Von 
retrouve la solution ordinaire^ en renversant la figure. 

Problème II. — Trouver les côtés d'un rectangle^ connais- 
sant la différence des 
côtés et les dimensions 
d'un rectangle équiva- 
lent. 

Soient AB la dijQfé- 
rence donnée, m et n 
les dimensions du rec- 
tangle donné. J'élève 
encore aux points A 
et B, mais de côtés diffé- 
rents de AB, des perpen- 
diculaires AD et BG 
égales respectivement 
à m et à n; sur CD com- 
me diamètre je décris une circonférence qui rencontre en 




B et F la ligne AB; les lignes AS, BE sont les lignes cher- 
chées. Je le démontrerais, comme précédemment, en consi- 
dérant les triangles ÂDE, BCE. 

Le problème est toujours possible, car il y a forcément 
une intersection de la droite AB avec la circonférence DG, 
celle-ci ayant, par la construction même, des points de part 
et d'autre de AB. 

Corollaire. — Si m et n sont égaux, la droite AB a son 
milieu au centre de la circonférence. Si, alors, sur AB comme 
diamètre, je décris une circonférence concentrique: à la première, 
BG sera tangent à cette seconde circonférence, et comme OG est 
égal à OE, on retrouve la construction habituelle du cours. 



AUTRE NOTE DE GEOMETRIE 



La propriété bien élémentaire dont nous voulons parler 
ici se démontre de plusieurs manières différentes ; en par- 
ticulier, on peut en donner la démonstration suivante : 

Théorème. — La tangente issue d'un point à une circon-- 
férence est moyenne proportionnelle entre une sécante entière 
issvLe du même point et la partie extérieure de cette sécante. 

Pour le prouver je mène le diamètre qui passe par le 
point A; j'ai d'après un théorème connu 

AB. AG = AE.AF = (AO — R)(AO + R) 
ou AB.AD = AO« — R«. 

Soit AD la tangente issue du point A; le triangle rectangle 
AODme donne 

AD» = A0« — 0D« = A0« — R«. 
Donc AD« = AB.AG. 

Théorème. — Réciproquement, deux droites se coupant au 
point A, si sur Vune on prend deux points B, G, du même côté 
de A, et sur l'autre un point D, tel que AD» = AB.AC, la cir- 
conférence qui passe par les points B, G, D, est tangente à AD 
OH point D. 



— as- 
soient en effet le centre de cette circonférence» et R son 

rayon; j*ai,en vertu d'un théorème connu, 

AB.AG=AO«— R*. 
Mais, daprès 

rhypothèse, j'ai 

AB.AG = AD' 

donc 

AD» = AO» — RS F 

ou bien, puisque 

OD est égal au 

rayon, ' 

AD» + OD«=AO*; 

par suite le triangle 

AOD est rectangle en D, et la ligne AD, perpendiculaire à 

l'extrémité du rayon, est tangente en D à la circonférence. 




CÎDNGOURS GÉNÉRAL 

ilolatioit de la question proposée en Mathématiques élémentaires, 

par M. Em. Bernheim (*), 
Élève au Lycée Charlemagne. (Classe de M. Launay.) 



Un pentagone ABGMD se déforme en satisfaisant aux con- 
ditions suivantes : les sommets A et B restent fixes, les cinq 
côtés conservent chacun la même longueur. Enfin les angles 
variables ADM, BGM, comptés dans un même sens de rotation., 
restent constamment égaux entre eux. Sur MG on construit un 
triangle MGF semblable au triangle MDA, fe côté MG ayant 
pour homologua BD. Sur MD on construit un triangle MDF 
semblable à MGB, le côté MD ayant pour hom,ologus BG. Le 
pentagone se déformant dans les conditions définies, on propose : 

4^ V étudier les variations de la longueur EF; 

2® De trouver le lieu décrit par le sommet M; 
" 5® De trouver les conditions nécessaires pour que M décrive 
une droite A ; 



(*) Premier prix. 
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4^ De trouvei* les conditions nécessaires pour que la droite A 
passe par le sommet Â ; 

5® Le point M décrivant une droite à. passant par A, on consi- 
dère le cas particulier où les deux côtés AD; MI) du pentagone 
sont égaux entre eux, et Von demande le lieu que décrit un point 
quelconque invariablement lié au côté mobile MD du pentagone. 

1. — Pour étudier les variations de la longueur de EF 
cherchons une expression de cette longueur. 
Dans le triangle EMF on a 

EF« = ME» + MF» — 2ME . MF cos EMF. (1) 
Or les angles EMF, AMB sont égaux. En effet on a 
BMF = BMC — FMG = MED — MAE = AME 
et, par suite, 

BME -f BMF = AME + EMB ou EMF = AMB, 
D'autre part, le triangle MGF étant par construction sem- 
blable à AMD, 




on a : 
MF 
MA 

d'où 



MG 
AD 



MF = — MA 
a 

et, par suite de 

la similitude de 

MED et MBG, 

ME MD 



MB 
d'oîi 



BG 



d 



ME = — MB. 
b 



(Ftg. 4,) 

L'égalité (1) devient donc 
c» . d» 



EF» = 



MA»+-^ MB»— 2 



MA . MB cos AMB. 



cd 

a» • 6» " ab 

Or, dans le triangle AMB, on a 

AB» = MA» + MB» — 2MA . MB cos AMB'; 
d'oîi 2MA . MB cos AMB = MA» + MB» — K». 



Par suite, 

r" d* cd / \ cd 

EF*=-- MA« + 4r MB* — —• ( MA» + MB« ) + ^ K* 
o* ' 6» ab \ ' J ^ ab 



OU encore 



EF» = — ^ [(6c — ad) (6cMA* — adMB«) + afrcdK» 1 

D'autre part les deux triangles ADM, BGM donnent 

AM* = a» + d« — 2ad cos ADM 
et BM« = ô« 4- c* — 26c cos BGM. 

Les angles ADM, BGM étant égaux, on a donc 
a» + d« — AM« 6« + c* — BM« 
ad bc 

ou 6cMA* — adMB» = bc{a^ + d«) — ad(6» + c«). (2) 
Par suite l'expression de EF' devient 

EF« = -^ [(te — ad)[bc{a^ + d«) — ad(6» + c»)] + aftcdK*] 

ou, 

EF» = _L,r6«c«(a2 + d") + a»d*(6* + c*) 

— a6cd(o« + 6» + c* + d* -^ K«)l. 

Cette expression ne contient que les longueurs données des 
côtés du pentagone ; la longueur EF est donc constante. 

2. — Gherchons le lieu du sommet M. 

Pour cela abaissons du point M sur AB la perpendiculaire 
MH : appelons y sa longueur, x la distance de son pied H 
au point A. On a alors 

MA» + t/* + x« et MB» = j/« + (K — x)». 

En remplaçant MA» et ' MB» par ces expressions dans 
régalité ('2), on trouve 

6c(i/» + aï») — ad Lj/» + (K —a?)»] = bc (a» + d») — ad(6» + c») 
ou (6c — ad) j/» 4- (6c — ad) œ» + 2Kadx = 6c(a» + d*) 

— ad(6» + c») + adK» (3) 

Divisons les deux membres par (6c — ad), en faisant abs- 
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traction du cas particulier oîi 6c — ad = o. Il vient 

+ adK.*\ 
ou, en complétant le carré en x, 



+ adK»! + 



K^a^d^ 



J ' (bc — ady 
ou, 

= jr — ^—rr. \\{hc — arf)1 6c(a« + d«) - ad(6* + c»)] + ofecdK*] 
(6c — adyV J 

Or si l'on appelle q la longueur constante EF, la paren- 
thèse est précisément égale à a^b^q^. On a donc 

, . / Kad y a^b^q^ ,,, 

y +[^-l[d^rE^) = (bc - adr ' ^*^ 

Cherchons ce que signifie cette égalité. Pour cela considé- 
rons sur la droite AB un point P, tel que sa dislance au 

point A soit égale en grandeur et en signe à — -z — . 

L'expression (ce -j 7—] représente le carré de HP, 

H étant la projection de M sur AB ; d'ailleurs j/* est le carré 
de MH ; on a donc 

L'égalité (4) exprime donc que la longueur MP est cons- 
tante, c'est-à-dire que le point M décrit un cercle ayant pour 

centre le point P et pour rayon la longueur -7 ^— 1-. 

6c — ad 

Remarque. — La dislance du centre P au point A a pour 

Kad K ' bc ^ 

expression ^—r 7 — ou — r— . On voit donc que si — r< 1, 

^ ad — 6c 6c ^ ad 

ad 
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bc 
le centre P est à droite de B, et si — j > i, il est à gauche 

du point A. 

Remarque II. — On peut facilement construire autant de 
points que Ton veut du lieu : en effet, si Ton se donne un 
angle a auquel doivent être égaux les angles D et C, on pourra 
construire les triangles ADM, BCM, et Ton connaîtra ainsi 
les longueurs MA, MB qui déterminent le point M, pourvu que 
a soit tel que Ton ait MA -{- MB > AB. En particulier, si 
Ton donne à a les valeurs 180^ et 90®, on obtient très faci- 
lement quatre points du cercle, symétriques deux à deux 
par rapport à AB. Le cercle se trouve ainsi parfaitement 
déterminé. 

3* — Pour que ce cercle, lieu du point M, se réduise à une 
droite, il faut que son centre s'éloigne à Tinfini. Il suffit, pour 
cela, que Ton ait bc = ad. 

En effet, si Ton suppose 6c = orf, Tégalité (3) devient 

x = ^ (a» + d* + K« — 6« — c«). 

Cette égalité exprime que tous les points M se projettent 
sur AB en un même point H situé à une distance du point A 

égale à — . (a' -^ d^ -{-K* — 6* — c*), c'est-à-dire que le lieu 

du point M est la perpendiculaire H^ élevée en H à AB. 

Cette droite est la corde commune aux deux cercles qui 
ont respectivement pour centres les points A et B et pour 
rayons les longueurs a + d et 6 -f- c. En effet, quand les 
angles D et C deviennent égaux à 180® les longueurs MA et 
MB sont respectivement égales à a -f- d et b -j- c. 

Remarque. — L'égalité bc = ad exprime que les triangles 
BCM, ADM sont équivalents, car les angles C et D sont 
égaux, par hypothèse. 

4. — Pour que la droite Hz passe par le point A, il faut 
que la dislance AH soit nulle, c'est-à-dire que l'on ait 

a» + d* — 6« — c« + K* = o. (5) 

En effet, en supposant cette nouvelle condition réalisée 
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l'égalité (2) devient 

MA* — MB» = — K« ou MB» — MA» = K«. 
Cette égalité exprime bien que le lieu du point M est la 
perpendiculaire à AB au point A. 

RiHARQUE I. — L'égalité (5) peut s'écrire, en tenant compte 
de la relation ad = bc, 

(a + d)* — (6 + c)» + K» = o 
ou K» = (6 + c)» — (a + d)» 

ou encore K» = (6 -j" ^ + ^4" d) (6 + ^ — ^ — d)- 

Ainsi, pour que le sommet M décrive la perpendiculaire 
AY à AB, il faut que la longueur du côté fixe AB soit 
moyenne proportionnelle entre la somme des longueurs des 
côtés mobiles et l'excès de la longueur de la ligne brisée 
BCM sur celle de la ligne brisée ADM. 

Remarque II. — Nous avons vu que le lieu du point M est 
un. cercle ou une droite passant par les points d'intersection 
des deux circonférences qui ont pour centres les points A 
et B et pour rayons les longueurs a -j- d et 6 -f- c* ^^^^ ^® 
point M est lié aux points A et B par des lignes brisées dont 
les longueurs respectives sont a -\- d ei b -^ c;les distances 
MA et MB ne peuvent donc être supérieures à a -|- d et 6 + c- 
Par conséquent le point M ne peut décrire que la portion de 
circonférence ou de droite qui est située à la fois à 
l'intérieur des deux cercles A et B, entre leurs deux points 
d'intersection. 

5. — Supposons maintenant que le point M parcoure la 
perpendiculaire AY à AB, et qu'en outre le côté MD du pen- 
tagone soit égal à AD. Soit S un point invariablement lié au 
côté MD: nous pouvons le supposer défini par sa distance 
2 au point D et par l'angle w que fait la direction DM avec DS 
(fig. 2). ^ 

Considérons une position quelconque de la ligne brisée 
ADM et prolongeons MD jusqu'à la rencontre- de AX en N. 
Les triangles ADM et ADN sont isoscèles;par suite la droite 
MN est constamment égale à 2a, Imaginons le cercle décrit 
sur MN comme diamètre : quelle que soit la position de MN, 
il passe toujours par le point A. Prolongeons DS jusqu'aux 
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poînls de rencontre de la circonférence en R et T : traçons 
les droites rectangulaires ÂR et AT, L'angle RAM est cons- 
tant et égal à — , car il est toujours inscrit dans le cercle de 
rayon a et intercepte Tare MR qui est constamment égalàao). 




Par suite le point R décrit la droite AT et le point T 
décrit la droite AX' qui est perpendiculaire. D'ailleurs, la 
droite RT est constamment égale à 2 a. Par conséquent, le 
point S de la droite RT, qui est entraînée dans le mouvement 
de la droite MD, décrit une ellipse dont les axes sont dirigés 
suivant AX' et AT et ont pour longueurs respectives 
2 {a -j-O et 2 (a — /). 
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QUESTION 3 



Résoudre Véquation 

X* — ax' -|- i^^* ~f" 8idx -|- d* = o. 

Cette équation n'est autre que l'équation réciproque du 
quatrième degré, au sens général, signalée par M. de Long- 
champs dans son étude sur les équations quadratiques. On 
peut la résoudre très facilement et trouver les conditions 
de réalité des quatre racines; en effet, en divisant par œ* 

et posant x -\ = js, 

nous avons Téquation 

j2* -f- az 4" ^ — 2d = o. 
Il faut d'abord que l'on ait 

a» — 46 + 8d > o; 
puis, l'équation qui donne x en fonction de z étant 

x^ — jsa? + ^ = o, 
on doit avoir en outre 5* — 4d ]> o. 

Ainsi, l'équation en z doit avoir ses racines réelles, et 
comprises en dehors de l'intervalle limité par les valeurs 

— 2 v/d + 2\Jd. 

Toute valeur de z qui ne répond pas à ces conditions 
donne pour x un couple de valeurs imaginaires. 

Il est à remarquer que, à chaque valeur réelle de z don- 
nant des racines imaginaires, correspondent pour x deux 
valeurs imaginaires conjuguées, tandis que les valeurs de 
X qui proviennent d'une racine imaginaire de z ne sont pas 
conjuguées; l'une de ces valeurs a sa conjugée fournie par 
l'autre valeur de z. 

Nota. — La question a été résolue par MM. Germain, à Befley ; Berthelot, 
à Ghâteanroux; Vigy, à Vitry-le-François ; P. Godefroy, à Lyon; Masserandjà 
Passy; Sarrazin, à Besancon; A. La Ghesnais, lycée Saint-Louis, à Paris 
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QUESTION 8 



Construire géométriquement un triangle dont on connaît deux 
côtés et la ligne qui joint le sommet de V angle compris au centre 
du cercle inscrit. 

Soit ABG le triangle proposé, dont on connaît GA, GB et 
GD, D étant le centre du 
cercle inscrit. Les lignes 
AD, BD, GD sont lès bissec- 
trices des angles, et si Ton 
fait passer un cercle par les 
trois points A, D, B, on sait 
qu'il rencontre la bissectrice 
GD en un point E tel que 
Tangle DBE est droit. Main- 
tenant, comme on a 

GAD = DAB = BED, 
et AGD = BGE, les triangles 
ACD, BGE sont semblables 
et donnent 

CD _ GB 

CA "" GE' 

Donc il est facile de trouver le point E; d'oîi cette con- 
struction: 

On prend la droite GD, et sur cette ligne prolongée on 
prend, à partir de G, une quatrième proportionnelle GE à GD 
et aux côtés donnés; sur DE comme diamètre, on décrit une 
circonférence, et de G comme centre avec GB comme rayon, 
on décrit un arc de cercle, qui détermine le point B ; puis, 
sur l'autre demi-circonférence, on déterminera le point A, à 
une distance CA du point G. 

Nota. — Cette solution très simple est empruntée à la Geometrical Analysis 
de Benjamin Hallowell, professeur de mathématiques à Philadelphie. 
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QUESTION la 

Solution par M. Pierre G. la Ghbsnais, à Henri IV. 



Par un point pris sur la perpendiculaire abaissée dans un 
triangle rectangle du sommet de V angle droit sur l* hypoténuse, 
mener une droite telle que la portion comprise entre les deux 
côtés de Vangle droit ait son milieu sur Vhypoténuse. 

(Hallowell.) 

Je suppose le problème résolu. 

Dans la circonférence dont le centre est en E, et qui 
passe en M, A, N, D (D étant le symétrique du sommet A 




par rapport à l'hypoténuse), je vois que Tangle au centre 
MED est double de Fangle MAD : 

MED = 2(90^ — B). 
D'ailleurs le triangle MED est isoscèle, et j'ai 

Ti.TVTT^ TiiiTr. 180 —MED 

EMD ou PMD = = B. 

2 
On obtiendrait donc le point M en construisant sur PD 
comme corde un segmeut de cercle capable de l'angle B, 
ce qui donne, en général, deux droites répondant à la ques- 
tion, MEPN, MTKN'. 
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QUESTION 24 

Solution par M. Deyillb, canonnier au régiment d'artillerie de Marine. 



On donne deux triangles OAB, OGD qui ont un angle com- 
mun. 4^ Mener par les points jLetB deux parallèles ÂE, BF, qui 
coupent respec- 
tivement OB en 
E, OA en F, de 
façon que EF 
soit parallèle à 
CD ; déterminer 
comment varie 
la longueur EF 
lorsque la direc 
tion de CD varie. 
— ^ Le pro- 
blème étant sup- 
posé résolUy on 
mène BB, qui 
rencontre AE en 
G, et AG, qui 
rencontre BF en 
H ; démontrer que GH est parallèle à CD; — 5® Démontrer que 
deux parallèles à AE menées par G c^ D interceptent sur les 
deux côtés communs une droite parallèle à AB. 

Je suppose le problème résolu : j'ai alors les relations 

J9A_0E OF _ OE 

OF ~ OB ' OD ■" OG ' 
De ces deux proportions je tire les valeurs de OE et OF : 

OG ^. ^^ OD 




0E« =1. OA . OB 



0F« = OA . OB 



OD ' OG* 

Je puis donc facilement conslruire le point E ou le point F. 

J'ai déplus EF = GD.-^; 
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par suite, en remplaçant OE par sa yalenr, 

Or, on a 

CD* = 0U« + 0D« — 2OC . OD . cos 0. 

Donc EF« = OA . OB . (^ + -^ — 2 cosOV 
^ OC 

Posant -rrrr = X, 

I 

le tout revient à chercher les variations de x A ; or, 

X 

œ étant positif, on sait que cette expression passe par un 
minimum pour x = i ; ce minimum donne 

EF« = 2 OA . OB (i — cos 0) = 4 OA . OB sin«— . 

s. Soient M et N les points où CD rencontre ÂE et BF ; j'ai 

, . ,... AG FB EB AH 
les égalités -^= — = — = -^. 

Donc, en vertu de l'égalité du premier et du dernier rapport, 
GH et CD sont parallèles. 

3. Soient K et L les points oïl les parallèles GK, DL à AE 
rencontrent les côtés de l'angle; j'ai la suite de rapports égaux 

OK __ OC _ OD _ OL 

OA "" OE "" OF ~ OB • 
Donc, en vertu de l'égalité du premier et du dernier rapport, 
KL et AB sont parallèles. 



QUESTION 29 

fSolntiom par M. Dbvixxb, canonnier au régiment d'artillerie de Marine. 



Les diagonales 2a et 2b d'un losange sont vues sous des angles 
et et p d'un point dont la distance au centre est c. Prouver que 
Von a: 

b«(a« — c*)» tg* a + a*(b« — c»)» tg* p = 4a*b*c». 
« Soit le centre du losange(*); OA = OA' = a ; OB = OB' 

(*) Le lecteur est prié de faire la figure. 
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= 6 ; P le point donné tel que APA' = a, BPB' = p. J'a- 
baisse PS perpendiculaire sur AA.'; j'ai 

AA'* = AP« + AT» — 2AP. AT cos «. 
En posant OS = œ, PS = v, 

je trouve facilement, en remplaçant AP, A'P par leurs va- 
leurs et élevant au carré, 

[y* + (as + a)*][y* + (ac — a)*] cos »« = (a» — c»)», 
Mais X* -i- y* ^ c*', 

j'en tire 

, _ (g' — c')* . , _ 40*(c* — a?*) 

^'"^ * - (a» + c')» — 4a«a;» ' ^''^ *~ (a* + c«)« — 4a'a;» 

et tg' a = .^fA ^. 

(a* — c*)* 

T. -A A * . « 46Vc«— 1/«) 
J'aurai de même tg« p = T^, _ ^,f, ♦ 

J'en tire 

„, _ (a* - c')* tg' g . (fet_c.),tg«p 

" "= = — ;^5 — • " -y^^ — ï6i — • 

et en ajoutant ces égalités membre à membre, j'aurai la 
relation énoncée. 

Nota. — La même question a été résolae par M. Puig, de Montpellier. 



QUESTION 30 

Solation par M« Matst&b, élève au Collège du Yigan (Gard). 



Trois cercles A, B, G se touchent deux à deux, et une tan^ 
gente commune à k etB est parallèle à une tangente commune à 
A et G ; prouver que si a, b, csont les rayons et -p, q te distances 
des centres de B et G au diamètre de Â qui est normal aux deux 
tangentes, on a pq == 2a* = 8bc. (Wolstenholme.) 

Menons GK perpendiculaire sur MB. On a 

AM« = AB« — HB^ = (a + 6)« — p» (1) 

AN» = AG« — NG« = (a + c*) — qK (S) 

Or AM = (a — b), AN == (a — c)» remplaçons dans (i) 
et (2)y on a après simplifications 
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4a6 = p", 
4ac = ç« ; 

par suite pq = 4.0^ bc. 

Le triangle EBG donne 

BK« = BG^ — CK* = BG* — MN* 
{p-q)' = {b + cy-{2a-{b + c)Y. 




Développant cette dernière égalité, remplaçant p*, q\ 
par les valeurs trouvées précédemment, on a 

pq = 2a*. 

Nous avons trouvé pq = 40V 6c; d'après la relation pré- 
cédente on a 20* = 4av bc 
ou a' = 46c ; 
par suite 2a* = 86c ; 
donc pq = 2a' = 86c. 

Nota. — Ont résolu la même question : MM. Musy, collège de Pontarlier; 
G. Pigeaud et G. Berthelot, à Ghàteauroux; Vigy, à Yitry-le -François; Golin, 
À Bar-le-Duc; Deville, à Lorient]; A. La Ghesnais, lycée Saint-Louis, à Paris. 



QUESTION 31 

Solution par M. PuiG, élève du Lycée de Montpellier. 



Déterminer le minimum du rapport de la .somme des volumes 
engendrés par un riangle rectangle tournant successivement 
autour des côtés de Vangle droite au volume engendré par le 
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triangle tournant autour de Vhypoténme^ en supposant que le 
périmètre du triangle soit constant^ les côtés étant variables. 

Soient a l'hypoténuse, 6 et c les autres côtés ; h la hauteur 
abaissée du sommet de l'angle droit sur l'hypoténuse; le vo- 
lume engendré par le triangle tournant autour de l'hypoté- 
nuse est — TcaA'; 

la somme des volumes engendrés par le triangle tournant 
successivement autour des côtés est 

— Tzbc {b + c). 

Donc, l'expression dont on cherche le maximum est 

bc (b + c) 
ah* ' 
les quantités a, 6, c, h étant liées par les relations 

6« -f c* = 0% 
bc = ah, 
a + t + c = 2p. 

De ces équations on tire facilement 6, c, h en fonction 
de a, et on est amené à chercher le minimum de l'expression 

a (2p — a) ^ 
2p (p — a)' 
or, on sait, par la nature du problème, que a doit être posi- 
tif et inférieur à p; de plus, dans ces conditions, le numéra- 
teur augmente, et le dénominateur diminue, lorsque a aug- 
mente ; il en résulte que le rapport augmente pour ces deux 
raisons. Donc, le minimum du rapport aura lieu lorsque 
nous donnerons à a la plus petite des valeurs qu'il puisse 
prendre pour donner pour 6 et c des valeurs réelles. 
Or, nous avons 

6 + c = 2p — a; 6c = (6 +c)* — a* = 3p (p — a). 
Donc, 6 et c sont racines de l'équation 

X* — (2p — a) X + 2p (p — a) = G. 
Pour que cette équation ait ses racines réelles, il faut que 
nous ayons (2p — a)* — 8p (p — «) > o 
ou a* + 4pa — 4p» ^ o. 
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Gomma a doit être positif, nous trouToro&s comme condi- 
tion a> 2p(v^2 — i). 
Donc, le minimum de a a lieu pour 

En portant cette valeur dans le rapport dont on cherche le 

. 2V/2 (V^T— i>. 
minimum, on trouve — ^, 

3 — 2/2 
Or, le dénominateur étant précisément égal à (72— i)*, 

le minimum du rapport est 2 y 2^ 

et alors le triangle est isoscële. Ses côtés sont 

a = 2p (y 2 — i) 

^ 6 = c = py 2 (^2 — i). 

Nota.— La même question a été résolue par MM. Vamier, à Bar-le-Due; 
Jacqaemet^ Va il et Lenoir, éeole Albert-ie-Grand, à ArcaeiL 



QUESTION 33 

9oliitloii par Mt Âuaic, au Collège (TOrange. 



Trouver les côtés d'un triangle, sachant quHls sont exprimés 
par des nombres entiers en progression arithmétique, que si Fon 
augmente chaque côté de 5o mstres, le rayon du cercle inscrit 
augmente de 17 mitres, et quesi chaque côté croit de 60 mètres^ 
le rayon du cercle inscrit augmente de 20 mètres. 

Soient a le côté moyen du triangle, r la raison de la 
progression et x le rayon du cercle inscrit. 

Les côtés du triangle sont évidemment a'\'rf a, a^^r. 

On a 

3a a — 2r , « a + 2r 



Or. ^_|/ (P-«)(P-^')(P--^) 

p 

1/ a* — 4.r* 
ou, après réduction x=i y -ï— . 

' 13 



(<) 
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Les énoncés nous donnent 



\f (a + 5o)« — 4r« 

«+17= F Ti 



(2) 



«f _i_ 1/ (« + 60)* - 4^* . ,,. 

et a? + 20 = r " ■ * (6) 

De (1) on tire 4?* = o* — i2X* , (4) 

Élevant (2) et (3) au carré, on a 

(£C+ i7)'X i2 = (a+ 5o)*— 4r«=a»-j" tooa + 25oo — 4?* 
ce qui donne 408X = looa — 968» (5) 

De môme 
{x-{-2oYx 1 2 = (a+ 60)* — 4r* = a* + i2oa + 36oo— r4* 

480a; = i2oa — I200. (6) 

Résolvant les équations (3) et (6) on a 

X = rayon du cercle inscrit = 4 mètres. 
a = côté moyen du triangle = 26 mètres* 
En remplaçant dans (4) on trouve 

r = raison de la progression = 1 1 mètres. 

Nota. — La même question a été résolue par MM» Bablon, au collège 
d'Épinal; Marsy, à Yalenciennes ; Mosnet, à Thiers. 



QUESTIONS PROPOSEES 



55. — On considère deux droites rectangulaires, Occ, Oj/, 
et dans un plan une courbe 9 quelconque, mais symétrique 
par rapport à Ox. Soit M un point de cette courbe; on mène 
la normale en M à la courbe ç; puis, ayant pris le point M', 
symétrique de M par rapport à Ox, point qui est situé sur 
9, par hypothèse, on mène la tangente à ç en ce point; cette 
tangente et la normale en M donnent deux droites. On 
considère les bissectrices de leur angle ; et du point on 
abaisse des perpendiculaires* sur ces bissectrices ; lieu des 
pieds de ces perpendiculaires. (G, L.) 

66. — On considère un cercle G de centre ; soit AB un 
diamètre fixe de ce cercle; par le point 0, on mène une 
circonférence C tangente à AS ; puis on mène une tangente 
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commiine aux cercles G et (7; on propose de tronyer le lieu 
des points de contact de cette dernière droite avec (7, lien 
qui se compose de deux droites parallèles. (G. L.) 

fin m — On considère un cercle G, et une droite D, tangente 
à G au point 0; sur D, on prend deux points A et B tels 
que OA.OB = E*, E étant une ligne donnée ; par ces points 
A et By on mène à G des tangentes; soient A' et K les points 
de contact. D'un point fixe P, pris dans l'espace, on abaisse 
sur èlB une perpendiculaire PI; trouver le lieu décrit par 
le point L (G. L.) 

68. — On considère l'équation du quatrième degré 
(OJ + a) (x + a + i) (a: + a + 2) (a?+ a + 3) + A = o. 

On propose de résoudre cette équation, et de montrer que 
ses racines sont imaginaires si h est supérieure à i, deux 
à deux coïncidentes si A = i , et réelles si h est inférieur 
à I. (G. L.) 

68. — ^ Résoudre l'équation 

X (flc + a) (x + p) (ce + « + P) + * = o- 

60. — Résoudre l'équation 

1,1,1,1 
œ x+i * a:+2 * as + 3 ' 

et plus généralement 

X 05 + ® x-^-b x-^-a-^-b ' 

on fera voir que les trois racines sont toujours réelles, et 
même toujours commensurables si a* -|~ b* est un carré. 

(G. L.) 



Le Rédacteur-Gérant^ 
E. VAZEILLE. 
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NOTE SUR LA DIFFÉRENCE 

ENTRE LA. MOYENNE ARITHMETIQUE ET LA MOYENNE 

GÉOMÉTRIQUE DE QUANTITÉS POSITIVES 

Par M. ^. Bonrget* 

(Suite, voir page 79.) 



Théorème. — La moyenne arùhmétiqtie de quantités posi- 
tives dont deux au moins sont inégales^ est supérieure à la 
Tiwyenne arithmétique de la somme des racines r^' de leurs 
produits r à r. 

Soient A^, A,,À, . . . A„ 

n quantités positives qui ne soient pas toutes égales. Dési- 
gnons par Sr, Sr- . . les sommes de ces quantités prises 
r à r et par P^, P^. . . les produits r k r correspondanls de 
ces mômes quantités ; P^J^ renferme les mêmes lettres 
que S^î^ 

Le théorème fondamental nous donne la série des iné- 

galités suivantes: — 7->v/Pr» 



S- 

r 



>VPr. 



Quelques-unes de ces inégalités peuvent être des égalités. 
Ajoutons membre à membre, nous aurons 

?L±^±:^^ > ;/p; + Vp: + v^p;' + . . . 

r 
Mais au numérateur du premier membre chaque quantité 
a sera répétée autant de fois qu'il y a de combinaisons de 
n — I lettres (r — i) à (r — i), nombre que nous désigne- 
rons avec Cauchy par (n — i)r-i; donc l'inégalité ci-dessus 
devient 

+ n/p: + ..- 

iOURNAL DB MATH. Élill. 1883« Il 



Mais(n)r = 
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n{n — i)(n — 2)...(n — r+ i) 



1.2 3 , • , . r 

(n — i)(n — 3). ..{n — r -|- i) n n 

I . 2 . . . (r — I ) ' r ^ >''•-* ^, • 

Donc on peut écrire TinégaUté ci-dessus sous la forme 

A, + A,+ ->> + An ^ >/p; + \/^+Vp^+>.» 
n {n)r 

C'est le théorème qu'il s'agissait de démontrer, car les 
quantités? sont au nombre de (n)^. 

Dans le cas oii tous les nombres seraient égaux, cette 
inégalité deviendrait une égalité. 

Corollaire. — Posons 
l'inégalité devient 



ftï+is + ..- + &„' q; + q';+q 



r • 



nglu/âJMlWl' M* 



/2 (W)r 

en nommant Q^, Qil. . . les produits r à r des quaatités è^, 
6j...6„; et nous pouvons formuler le théorème suivait: 

/4 moyenne arithmétique des puissances r de n quantités , non 
toutes égales, est supérieure à la moyenne arithmétique de leurs 
produits r à r. 

Cas particuliers. — Nous tirons de ce théorème général les 
cas particuliers suivants , qui peuvent être utiles : 

x^ + 2/* + ^' yz -\- zx -{- xy 
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ou bien ce* -f* tf* + ^' > ^« -f- 5^^ + ocy, (a) 

puis a;' + î/» 4" ^' > îocyz^ (b) 

De l'inégalité (a) on peut facilement conclure les deux 
tbéorèoies géométriques: 

/** De tous les parallélépipèdes rectangles de même surface, te 
cube est celui qui a la plus petite diagonale ; 

2^ De tous les parallélépipèdes rectangles de m4me diagonale, 
le cube est celui qui a la plus grande surface. 

Théorème.. — La moyenne arithmétique de la somme des 
produits T à r de n quantités positives, non toutes égales, est 
moindre que la r^ puissance de leur moyenne arithmétique. 



n quantités positives, non toutes égales. Désig^^^^ p^f j^ 
notation S„,|. la «oi^ime de l^urs pro4^Hs r k 7*^ li^ i^^QWpe 
des quaotit^fi 9Ara àé^iguàe piir S»,o4 il s'i^gU 4^4cw.9J4r^r 

(S \^ 
— îîd. j 

1» Admettons que Tga ait 

le signe = de la relation (2) ^e rapportant au cas où r = 2. 
Je dis qu'on peut en conclure 

.S.,r < {n}r {^J (3) 

En eiiet^ nous avons identi(juement : 
OU, ce qui es lia même chose, 

S„,r = (Sn,l Sn^i,|) .Sn-4,r-4 + ^n-i,r 

dç là et des hypothèses (1) et (2), on déduit 

s.., < (S., - s^,,) (« - 1)^ {v=t) 

Posons maintenant 

= X — , 

n ' I — n 

nous obtiendrons, après quelques transformations faciles, 

S«,. < {n)r [-^) ^H^- 

Or, nous avons démontré (p. 80) que, si a; est diflérani de 

,, . , rx — r + I 

1 unité, J, ' < ; ; 

donc, dans ce cas, S^^,. < (n)r ( "*^ j . 



\r-4 
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Si a; = I , la fraction se réduit à l'unité et Ton a encore la 
même relation. 

Admettons que ai= 02= a3= . . . = cin-i 
et que a„ diffère de ces premières quantités. Nous aurons au 
lieu de (1) et (2) les égalités 

s.., =(«-.), (1^) 

S,^i,^i = (n — i)r-i (-^^^T^jî 
par suite on arriverait à Tégalite 

mais, a„ étant différent de a^ =02= ... , x ne peut pas 

VX "~^ V ""l~ I 

être égal à i, donc ; est moindre que i ; 

donc encore S„,r <C {^)r { "'* ). 

2'* La relation (3) étant démontrée dans les hypothèses 
(l)et (2), etrinégalit^ 

étant évidente d'après le théorème fondamental de la page 79, 
nous avons donc les deux relations 



s,,.<(2).(Al): 



Nous en concluons 

a 



83,2 < (3)2 (-^J 



par le théorème que nous venons de démontrer. 
Des relations S3, 3 < (3)3 (""^j 

S3,.<(3).(^y 



S3,.= (3).(^y 
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nous pouvons passer, par le même théorème, aux relations 

s,»<(4)»(-^y 
s..3<(4)3(-^y 



s. <(4-h{^J 



s,,=(4).(Aiy 

puis de là tirer S5, 5 < (5)5 C^Y 



S5.4<(5)»(-^)' 
S5.,<(5)3(-^y 

S5.2 < (5)2(%-)* 

85., = (5), ^-^y etc.. 



On arrive donc de proche en proche à démontrer que n 
et r étant quelconques, on a 

s„., < (n)„ (-^y 

C. Q. F. P. 

Ce Ihéorëme comprend le théorème fondamental comme 
cas particulier; la démonstration que nous avons développée 
en suivant l'analyse de Besso est ingénieuse et simple. Il 
nous paraît difficile de l'aborder directement, même pour 
des cas particuliers. Pourrait-on faire voir simplement, par 
exemple, que 

xyz + xift + x yu+ ... ^ f x + y-^z+t + u ^ ^ 



10 



Corollaire. — De ce théorème on peut conclure: 

y** Le maximum de la somme des produits t à r de quantités 

positives dont la somme est constante; 

2® Le maximum de la somme de quantités positives dont la 

somme des produits r à r est constante. 
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RiMAAQut' — NOti0 fttona démontré à la page 81, en noas 
appuyant sur le théorème fondamental, que 

\—) Vf) VT) " U + P + Y+ •••/ 

SI .— ^£-. — ne sont pas tous égaux. 
» P Y 
De ce théorème on déduit immédiatement : 

^0 Que le maximum du produit x^ypz'^.. ., quand x + y 
+ z. . . re«/e constant, a lieu qu^and 

X _^ y _^ z 

a ~" p y'" 

2® Que le minimum de la somme x + y + z . . . , quand le 

produit x"y^z^ . . . i^este constant, a lieu au^si lorsque 

a p Y "' 

Cette démonstration est à Tabri de toute objection. La dé- 
monstration habituelle, au contraire, présente cette difficulté 
que le théorème sur lefjUel on s'appuie suppose que les 
facteurs du produit ne sont assujettis qu'aune condition, et, 
dans le das ôh ôti l'applique, les fadeur^ sotit assujettis non 
seulement à ce que leur somme sdit cotlâtâHtë, tnaiS ëbcore 
à cette autre condition qtlë a soient égailx entre eux, p égaux 
entre eux, y égaux eiltrë eux, etc. 



3C 



SÛR 

tJNÊ TftÉORIË ÉLÉMENTAIRE DE LA PARABOLE 

Pflf M. #« ÈÊvtWhhnûi ancien élève de l'Ëeole t^oIyteehDiqde. 



1. — Soit OX uû axe de projection, et AB tinë droite limi- 
tée; par les extrémités A et B, et dans le même sens, on 
mène deux droites faisant avec AB uù angle fixe ot. Nous 
dotinetons le nom Hohliques aux parties AR, BR" de ces 
droites comprises entre AB etOX, ainsi qu'à toute aulrë por- 
lioti âhalogdë de pËtallèle à leur commune direction, issue 
d'un point quelconque de Atl. 
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Gela posé, faisons la coûstftidlion pour lé poifll C mîliétt de 
AB, et considérons les projections des trois obliques sur OX. 
La.proposition sui- 
rante est évidente : 
Si l'on regarde 
comme positives 
les projections di- 
rigées dans le mô- 
me sens que celle 
de l'oblique du 
point milieu G ou 
oblique moyenne, 
comme négatives 




X 



Kp' P" 

Fig. 1, 

celles qui sont dirigées en sens contraire (en marchant de 
P' vers R' par exemple), la projection de l'oblique moyenne 
est la moyenne arithmétique des projections des obliquos 
des points extrêmes. 



//■Q// 



Ainsi on a toujours P'R' = — • — -^ . 

2 

En particulier si le point A est sur l'axe, il Vient 

P'R' = Z«_. 
2 

Réciproquement, se donnant C comme centre et sur AB de 
part et d'autre des longueurs égales, quelles que soient ces 
longueurs, on aura RP -f R'T" = zP'R'. 

La somme des projections est donc absolument indépen- 
dante de la valeur de la demi-longueur GA. 

2. — Lemine. — Dam une série de parallèles^ telles que 
la somme des projections sur un axe déterminé des obliques 
menées par leurs extrémités soit constante^ le lieu des milieux 
de ces cordes est une droite parallèle à l'axe. 

Alors, en effet, le triangle GP'R' est invariable, et le lieu 
cherché est décrit par le point G, lorsque GP'R' glisse le 
long de OX. 

REMÀnQUES. — 1** La tangente à l'extrémité du diamètre 
étant la corde dont les deux extrémités deviennent indéfini*- 
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ment voisines, elle reste parallèle à la direction commune 
des cordes, et si du point de contact on mène "ne oblique. 

jj la projection de celle-ci sera 
la demi-somme des obliques 
issues des extrémités d'une 
corde quelconque. 

2<» Les droites AC. DB obte- 
nues enjoignant les extrémités 
de deux cordes parallèles quel- 
conques couperont le diamètre 
^ en un point M : à la limite 

^^' *• quand CD se confond avec AB, 

la proposition s'appliquera encore aux tangentes issues des 
points A et B. 

3. — Si nous supposons maintenant l'angle a égal à 90**, 
les obliques deviendront normales aux cordes et, ainsi, la 
sous-normale de la tangente menée à l'extrémité du diamètre 
sera la demi-somme des sous-normales issues des extrémités 
d'une corde quelconque du système et égale à la sous-nor- 
male issue d'un point quelconque du diamètre linéaire de ce 
même système. 

4. — Gela posé, soient deux axes rectangulaires OX et OY: 
par l'origine je mène une droite OM faisant avec OX un angle 

quelconque, j'abaisse 
MP perpendiculaire 
sur OX et j'élève la 
normale à la corde 
OM ; je suppose enfin 
la sous-normale PR 
constante et égale 
à 2p, etje me propose 
de déterminer les pro- 
priétés de la courbe 
ainsi définie. 

Je prends pour cela un deuxième point M' du lieu cher- 
ché, et j'y effectue les constructions précédentes; adoptant 
maintenant OM, pour direction de cordes, et pour diamètre 
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IG la parallèle à OX issue du point milieu de OM, je trace 
M'M' en prenant NM" = NM' : cette corde est telle que la 
somme des sous-normales issues de ses extrémités est égale 
à 2p, et je dis que M'' est un point du lieu. 

Nous remarquerons, pour le prouver, qu'à chaque point dii 
lieu correspond un triangle rectangle tel que OMR, qui 
donne pour M et M' : OP x 2p = MP*, (1) 

OF X 2p == MT^, (2) 

et devra donner par conséquent pour M' : 

0V'X2p=rWF^; (3) 

or si par M' on mène une parallèle à Taxe jusqu'à sa ren- 
contre avec le prolongement de MF en K, comme M'J = JK, 
en posant M'J = e, il viendra 

M'K = 26; 
comme, aussi ML = LP, on pourra écrire en posant ML = u : 

MP=2w, M'F^e + w, WP' = t — u; 
substituant ces valeurs dans (2) et (3) et retranchant membre 
à membre, l'équation (3) de condition deviendra 

2pXP'P' = 4ew; 
à cause de FP'' = M'K, elle peut s'écrire 

or les triangles semblables M'M'K, OMP donnent 

M'K _ MP 
M'K "" OP * 
Donc finalement il vient 

2p X OP =TiïP', 
c'est-à-dire la relation (1) déjà connue ainsi ; M" est un point 
du lieu. 

Corollaires. — i^ Léquation du lieu est : 

y* = 2px. 

2° La somme des sous^ normales aux extrémités d'un système 
quelconque de oordes parallèles tracées dans la courbe est con^ 
stante et égale à 2p ; 

3^ Un système quelconque de cordes a pour diamètre une 
droite parallèle à OX; 

4** La sous-normale au point où une corde coupe son diamètre 
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est constante et égale à p; et la sous-normale à la tangente en 
son point de contact est par suite constante et égale à p ; 
5^ Inversement à (4^) toute droite parallèle à OX est un diamètre 

de la courbe^ car si en nous 
élevons OY perpendiculaire sur 
OX, et si nous. prenons à partir 
du point une longueur Ocp = p, 
en joignant (p au point I, intersec- 
tion de OY avec ID diamètre sup- 
posé, la perpendiculaire OJ à Iç 
sera la direction des cordes con- 
juguées; 

6^ Si on prolonge OJ jusqu'en E 
sur ID, en prenant EM = OE, le 
point M ainsi déterminé est un 
point du lieu ; de là par conséquent une construction de la para- 
bole par points. — La même construction donnera, si Von connaît 
la direction des cordes, la position du diamètre conjugué ; 

7® Dans la précédente figure, si Von fait tourner OM autour 
du point 0, de manière à tendre vers OY, ID se rapprochera 
indéfiniment de OX, et à la limite se confondra avec lui. OX est 
donc le diamètre conjugué des cordes qui lui sont perpendicu- 
laires, c'est-àrdire Vaxe unique de symétrie de la courbe; d'après 
cette discussion même, la perpendiculaire OY est par suite 
tangente à la courbe au point O, c'est-a-dire la tangente au 
sommet; 

8° Une remarque analogue prouve que si nous menons IM, cette 
droite sera tangente à la courbe au point M; on résout ainsi 
le problème de la tangente par un point donné de la courbe; on 
peut reconnaître par cette même construction si une droite IM 
est une tangente, et déterminer alors son point de contact. 

9^ Si de M on abaisse MP perpendiculaire sur OY, PL sera 
égale à 10, ce qui prouve que IM, c'est-à-dire la tangente à 
l'extrémité d'un diamètre coupe la tangente à la demi-distance 
entre le sommet et le point où le diamètre conjugué de la tangente 
rencontre lui-même la tangente au sommet (on peut dire aussi 
que l'ordonnée à l'origine de la tangente est la moitié de l'or-- 
donnée MQ du point de contact). On voit enfin que si Von joint 
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P(p, cette droite se7'a perpendiculaire à IM, ce qui nous permet 
de mener une tangente à la parabole parallèle à une direction 
donnée ; 

40^ Menons mmntenanty par I, IF parallèle à Pcp ; IF sera 

, P<n 

égale à — ■- , coupera OX en un point F milieu de Ocp, à une 

P 

distance du sommet égale à -^ et sera perpendiculaire à IM; 

donc, si du point de rencontre de la tangente au sommet avec 
une tangente quelconque on élève une perpendiculaire à celle- 
ci, cette perpendiculaire passera par un point fixe^ situé sur l'axe 

et à une distance égale à — du somm£t de la courbe; inverse-^ 

mentf si d'un point situé sur Vaxe à une distance —du sommet ^ 

on abaisse des perpendiculaires aux tangentes menées par les 
différents points de la courbe, le lieu décrit par les pieds de 
ces perpendiculaires serc^ la tangente au sommet ; 

fjo Prolongeons m^aintenant IF jusqu*à sa rencontre en V avec 
MF pi^olongée également, les triangles FTI, lOF seront égau^; 

d'où suit que T?V = OF = — ; donc le lieu de T sera une per- 
pendiculaire IF' à VaocCj dont le pied Y est le symétrique du 
foyer par rappoi*t au sommet» D'ailleurs VI étant égal à IF, 
IM est perpendiculaire sur le milieu de la droite l'F ; donc si 
nous joignons MF, on aura MF = FM ; par conséquent 1° le 
foyer est un point tel que si nous le joignons au point M quel* 
conque pris sur la courbe, cette distance est égale à la distance 
du point M à la droite menée perpendiculairement à Vaxe par 
le symétrique F' du foyer par rapport au point (cette droite 
prend le nom de diregtrigej ; 2^ l'angle formé par la perpen- 
diculaire, abaissée du point M sur la directrice, et la droite 
joignant le point M au foyer, est bissecté par la tangente 
à la courbe au point M ; 5° ia distance du foyer à un point 
quelconque de la courbe, en appelant x l'abscisse ^u point M, 

aura pour expression FM = F'M = x + — ; 



— 2»â — 

42^ En remarquant qne angle FMT = angle MTF, on obtient 

également <pM = TF = x + — ; d'oii on déduit OT = x, c'est-à- 
dire que la sous-tangente est égale à 2 x. Notons enfin qu'en 
appelant m la tangente de V angle ITO on a 



P. 
2 



II 
2 



= m. 



D'oii p = myo. 

5. — La théorie de la parabole étant complètement rame- 
née à sa définition ordinaire, il n'y a pas lieu d'y insister 

davantage. Nous ferons remar- 
quer toutefois qu'en abordant 
la question comme nous l'avons 
fait, on obtient immédiatement 
une construction de la courbe 
par points : en effet par le 
point <pi tel que Ocp^ = 2p, 
élevons une perpendiculaire 
sur OX; d'un point R arbitraire 




Fig. 5. 



sur OX avec un rayon égal à OR décrivons une circonfé- 
rence; parle point M' de rencontre de la perpendiculaire 
çpiM' avec cette circonférence menons une parallèle à OX, 
le point M obtenu par cette nouvelle intersection sera un 
point de la parabole. 

6. — Comme dernière question nous nous proposerons de 
démontrer le théorème suivant : 

Dans une parabole V enveloppe des normales aux cordes me- 
nées du sommet aux différents points de la parabole et passant 
par ces points, est la développée de la parabole qui a même axe 
que la proposée, le foyer placé en son sommet, et un paramètre 
quatre fois moindre. 

Pour le montrer, soit M un point d'une parabole rapportée 
à son axe OX et à sa tangente au sommet OY; construisons 
son ordonnée MP, sa tangente MI, sa normale MS; joignons 
enfin le foyer E à l'extrémité I de l'ordonnée à l'origine de 
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la tangente et au milieu M' de la normale : la figure IFMM 
est un parallélogramme, et FM' égale et parallèle à MI est 
perpendiculaire sur le milieu de 
MS. D'ailleurs, comme la sous- 
normale à la corde FM', PS, 

est constante et égale à -^ , on 

voit que le lieu du point M' est, 
d'après un théorème démontré ci- 
dessus, une parabole dont Taxe 
est OX, le sommet le foyer de la 
proposée, et le paramètre le quart 
de celui de la proposée. Ce qui ^^d- ^• 

établit la proposition énoncée. 




QUESTION 35 

Solution par M, Vazou, élève au Collège RoUin. 



Soit K le point de rencontre des hauteurs d'un triangle, P un 
point du cercle circonscrit; la ligne VIL rencontre en Q la droite 
de Simson relative au point P ; démontrer que, si le point P se 
déplace sur la circonférence, le lieu du point Q est le cercle des 
neufs points du triangle. (G. L.) 

Ce théorème résulte immédiatement des deux suivants : 

I. — Lorsqu'on prolonge les hauteurs d'un triangle jusqu à la 
circonférence du cercle circonscrit, la portion de la hauteur 
extérieure au triangle est égale à la longueur de cette hauteur 
comprise enire la hase correspondante et le point de rencontre 
des hauteurs. 

En effet, joignons BA', l'angle BAa = C puisque ces deux 
angles ont leurs côtés respectivementperpendiculaires; l'angle 
BA'K = G comme ayant même mesure ; donc BKa = BA'K, 
par suite Ka = A'a. 

II. — Si Von joint un point P de la circonférence circonscrite 
à un triangle au point de rencontre K des hauteurs de ce triangle, 
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la droite de Simson relative au point P partage en deux parties 
égales la ligne PK. 
Prolongeons PI jusqu'à sa rencontre en I avec la circonfé- 
rence, prenons IH 
= IP et menons 
PB, KHetBL.La 
droite j3l étant per- 
pendiculaire sur 
les milieux des 
}>ases du trapèze 
PHKB', ce trapèze 
est isoscèle etron 
a HKB' = PB'K; 
maisPB'K=LBB' 
donc HK est pa- 
rallèle à LB ; or 
cette dernière 
droite est paral- 
lèle à la droite de 
Simson, puisque 
LBA = APL = AGI ; donc HK est parallèle à la droite de 
Simson et par conséquent cette dernière droite GID, paral- 
lèle à HK et passant par le milieu I de HP, partage la droite 
KP en deux parties égales. 

Revenant maintenant au théorème proposé, nous voyons 
que le lieu du point Q est homothétique du lieu du point P, 
K étant le centre d'homothétie et 1/2 le rapport d'homothétie. 
C'est donc un cercle. Or, d'après (I) ce cercle passe par les 
points a, p, y; c'est donc le cercle des neufs points du triangle. 

Nota. — La même question a été résolue par MM. DeviUe, à Lorient; 
P. Godefroy, à Lyon ; Puig, à Montpellier. 
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QUESTION 36 

Solution, par M. R. Godefrot, au Lycée de Lyon. 



On considère deux droites rectangulaires AB, AG et au point 
A un cercle A tangent à la droite AB. Soit D le second point de 
rencontre de A avec AG; si par un point fixe P de AB on mène 
une tangente à A, cette droite rencontre la parallèle à AB menée 
par le point D enun point I dont on demande le lieu géométri- 
que quand on fait varier le cercle A. 

Soit E le point de contact de la tangente PI et du cercle A. 

Quel que soit le cercle A on a PE = PA comme tangentes 
à une circonférence issues d'un même 
point; or le point P est fixe et la lon- 
gueur PA est constante. Le lieu des 
points E est donc une circonférence 
de centre P, de rayon PA tangente en 
A à la droite AC. Ou a aussi, quel que 
soit le cercle A, lE = ID (tangentes 
issues d'un même point à une circon- 
férence). Le lieu des points I est donc 
le lieu des points équidistants d'une circonférence et d'une 
de ses tangentes. On sait que c'est une parabole de foyer 
P dont la directrice parallèle à AG en est distante d'unç 
longueur égale à PA du côté opposé à P par rapport à AC. 

Nota. — La même question a été résolue par MM. Bablon, à Épinal; 
Plantif, à Constantine ; Quintard, à Arbois ; Berthelot Pigeaud, à Ghâteauroux, 
Puig, à Montpellier ; Kœhl, à Grenoble ; Paillard, Yail et Lenoir, école AU)ert- 
le-Grand (Arcueil); Ambert, à Bordeaux ; Blessel, à Paris ; Bordier, ÀBlanzac; 
AuriCjà Orange; Mary, à P.rpignan; P. Godefroy, à Lyon; Deville, à Lorient; 
Lachesnais, lycée Henri lY, à Paris ; Yazou, collège Rollin, à Paris. 
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QUESTION 37 

SolmtloH. par M. R. Godefrot, au Lycée de Lyon. 



On considère une droite AB et par deux points fixes Aet B pris 
sur cette droite on mène des cercles tangents à cette droite et 
tangents entre eux. A ces cercles on mène une tangente commune 
extérieure. Trouver le lieu géométrique décrit par le milieu de 
cette tangente commune . (Q-. L.) 

Soient AB et CD les deux tangentes communes extérieures, 

dont Tune AB est fixe et con- 
stante. La tangente commune 
intérieure, étant l'axe radical 
des 2 cercles, passe parle mi- 
lieu deAB,qui est fixe et par 
le point variable M, milieu de 
CD. Le point de contact de la 
tangente commune intérieure 
partage cette droite en deux 
parties chacune égale à la moitié de Tune des tangentes 
communes. Ces deux tangentes étant égales, on aura enfin 
MO = AB = const. Le point étant fixe, le lieu du point 
M est une circonférence ayant pour centre le milieu de AB et 
pour rayon AB lui-même. 

Nota. — La même question a été résolue par MM. des Essarts, Vail, Pail- 
lard et Lenoir, à l'école Albert-le-Grand (Arcueil); Ambert, à Bordeaux; 
Plgeaud» à GhAteauroux; Bablon, à Épinal ; Quintard, à Arbois ; Puig, à Mont- 
pellier; Auric, à Orange; Vigy, à Vitry-le-François; P. Godefroy, à Lyon; 
Varnier, à Bar-le-Dac; Deville, à Lorient ; Vazou, collège Roliin, à Paris ; 
P. La Chesnais, lycée Henri IV, à Paris. 
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QUESTION 39 

SolntloH par M. Puio, élève au Lycée de Montpellier. 



On donne deux droites rectangulaires OA et OB, et deux 
droites A, A', parallèles à OA. Soit M un point pris sur A, et 
supposé mobile sur cette droite. Élevons au point M une perpen- 
diculaire à OM, qui rencontre OA au point A; joignons celui-ci 
au point G de rencontre de A' et de OM, et sur cette droite AG 
abaissons de une perpendiculaire 01. Démontrer que le lieu du 
point I est une circonférence, (G. L.) 

Menons OF perpendiculaire à OM jusqu'à sa rencontre en 




F avec CA, et FP perpendiculaire à OB. Les triangles sera 
blables 0GB, OFP donnent 

OP GB MD 



Or 



Donc 



OF ~ 
0F = 

0P = 



OG "~ OM 
OG.AM , 

MG 
MD.AM OG 



OM 



MG 
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^ MD,A M ^_ 

Or, on a — — — = OD ; 

OD.OG OD.OB bc 

donc OP = - 



MG DB b — c 

Donc le point P est fixe, et la droite BP est constante. On 
voit que le lieu du point F est la parallèle à OA menée par 
un point fixe P. 

Joignons le point I aux points P etB; les quadrilatères 
inscriptiblcs lOPF, IGBO nous font voir que Tangle IPO est 
égal à IFO, et que IBO est égal à IGO. Donc, le triangle FOC 
étant rectangle, il en est de même du triangle PIB; par suite 
le lieu du point I est la circonférence décrite sur PB comme 
diamètre. 



QUESTION 47 

lioliktion par M. F. Landrt. 



Quelles sont les heures auxquelles on peut faire permuter les 
aiguilles d'une horloge, de telle sorte que la nouvelle position 
puisse se produire par le mouvement même de U horloge? 

(Laisant.) 

Gette intéressante question peut être résolue ainsi : 

De o h. à ( 2 h. la petite aiguille prend toutes les positions 
sur le cadran. A chacune de ces positions correspond une 
position de la grande aiguille, une seule; et cette position 
est déterminée par sa vitesse, qui est égale à douze fois celle 
de la petite aiguille. 

Gela posé, soit exprimée en minutes par e la position de 
la petite aiguille à un moment donné, celle de la grande 
aiguille sera donnée par 12e dont il faudra seulement défal- 
quer les tours complets, s'il y a lieu. 

La permutation des aiguilles entre elles fera que la nouvelle 
position de la petite aiguille sur le cadran sera déterminée 
par 12e et que celle de la grande sera e. 

Or, pour satisfaire à la loi des vitesses relatives, il faudra 



-- 259 — 

que le nombre e qui marque la nouvelle position de la grande 
aiguille, soit égal, sauf la suppression qui devra être faite 
des tours complets, à 12 fois le nombre \ie qui marque la 
position nouvelle de la petite aiguille* G^est-à-dire que la 
différence entre les deux nombres 1 2 . 1 2e et e devra être un 
nmltiplè exact de 60. 
Il en résulte donc 144e = e + 60K, 

d ou 






143 



Gottime K tie peut être qu'un nombre entier, on trouvera 
les diverses positions a de la petite aiguille, en donnant suc- 
cessivement à K les valeurs i, 2, 3,.. 143. Au-delà on retom- 
befait sur les mêmes positions. 

Ainsi la question comporte 143 solutions distinctes. 

Lés positions correspondantes de la gretùde aiguille seraient 
données par 13e, pour chacjue valeur de e. 



QUESTION 48 

dolution par M. A. Fleurot, élève au Lycée de Marseille. 



0)\ donne une circonférence et drtns ' cette circonférence une 
(orde fixe AB. Soit G le point 
(le rencontre dés tangentes en 
A et B à la circonférence; on 
prend un point M quelconque 
sur la circonférence, on mè- 
ne les droites MA, MB, et par 
le point G une parallèle à la 
tangente en M; cette parallèle 
rencontre }lk au point V y MB 
au point Q; déftiofitrer que PQ 
est constant, (Mannheim) 

Le triangle AGP est iso- 
scèle; en effet, on a : anglfe 
APC = angle RMA comme 
alternes-internes, et angle RM==: atiglè RAM = angle PAG. 
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Donc PC = AC. 

On démontrerait de même que le triangle BGQ est aussi 
isoscèle, et que Ton a CQ = BC. 
Donc PC + GQ ou PQ = AC + BG = constante, c. q. f. d. 

Nota. ~ La même question a été résolue par MM. Mosnat, à Thiers ; Roy 
Prémorant, lycée Saint-Louis, à Paris; CoUinet, à la Ferté-Gaucher ; P. La 
Chesnais, lycée Henri IV, à Paris; Puig. à Montpellier; Bordier, à Blanzac; 
Vazou, collège RoUin, à Paris ; Deville, à Lorient. 



NOTICE BIOGRAPHIQUE SUR CHARLES BRIOT 



Charles Briot, qui a pris au mouvement scientifique moderne 
une si large part, est mort le 20 septembre dernier au bourg 
d'Ault (Somme), à l'âge de soixante-cinq ans. Nous voulons 
essayer de résumer ici la vie et les travaux de ce savant 
regretté. C'est un hommage naturel que ce journal doit à 
tous ceux qui, comme Charles Briot, meurent après avoir 
aimé et honoré la science mathématique. 

Rien n'est plus touchant que le début de cette vie qui 
devait être si bien remplie. Charles Briot était fils d'un 
tanneur et son père, après lui avoir fait donner un commen- 
cement d'instruction, songeait à l'occuper dans sa maison. 
Briot s'étant un jour cassé le bras, il fallut abandonner cette 
idée et songer à une autre carrière. « Je n'étais bon à rien, 
avec mon bras cassé, disait plaisamment Briot. quand il 
parlait de sa jeunesse; mon père ne sachant que faire de 
moi, ni comment m'occuper, ne s'opposa pas à la continua- 
tion de mes études. » 

C'est l'institution Barbet qui reçut le jeune Briot à sa 
sortie de Sainte-Hippolyte(Doubs), sa ville natale. On ne peut 
écrire cette notice sans rendre justice à tous ceux qui ont 
aîdé Briot dans ses premiers pas. M. Barbet l'accueillit 
généreusement et il ajouta à ce bienfait en entourant son 
jeune élève d'une affectueuse sympathie et d'une sollicitude 
dont Briot a, pendant toute sa vie, gardé le plus vif sou- 
venir. 

Un autre homme, M. Régnier, était dans la pensée recon- 



— 261 — 

naissante de Briot lié aux souvenirs de son arrivée à Paris et 
des difficultés qu'il avait rencontrées à cette époque dé sa 
jeunesse. Briot avait alors 15 ou 16 ans : il ne possédait 
guère, en débarquant de SainL-Hippolyte, qu'une forte instruc- 
tion primaire et il avait à peine commencé les études 
latines. Il pouvait être de la force d'un élève de sixième ; 
mais il était trop âgé pour qu'on songeai à le mettre dans 
cette classe. « M. Barbet, nous a raconté M. Régnier qui, 
aujourd'hui membre de l'Institut, était alors professeur de 
seconde au lycée Saint-Louis, plein de confiance dans les 
facultés extraordinaires de son protégé, vint me le présenter 
et m'exposa la situation. — Je n'ai jamais vu, me disait 
M. Barbet, une pareille facilité; le passé répond pour moi 
de l'avenir : il faut tenter l'aventure. Je ne partageais 
pas entièrement la confiance de. M. Barbet; mais je me 
suis prêté à l'essai et je n'ai pas eu à le regretter. — C'é- 
tait, ajoutait M. Régnier, un de ces rares et bons esprits 
presque aussi aptes aux lettres qu'aux sciences, et, dans 
ma longue carrière où j'ai rencontré plus d'une intelligence 
d'élite, je n'ai jamais vu aucun exemple d'une telle marche. » 

Briot fit ainsi, sous la direction de M. Régnier, trois ou 
quatre classes en un an. Les lacunes du passé ainsi répa- 
rées, il put reprendre son rang parmi les jeunes gens de 
son âge, à la tête desquels il devait marcher désormais. En 
mathématiques élémentaires il remporta le premier prix au 
concours général et, bientôt après, en 1838, Briot entrait à 
l'École normale, le premier de sa promotion. Reçu agrégé à 
sa sortie de l'École en 1841, il prit l'année suivante le grade 
de docteur es sciences mathématiques. 

La vie universitaire de Briot a été bien remplie depuis cette 
époque jusqu'à sa mort. D'abord professeur à Reims, puis à 
Orléans, il passa du lycée de cette ville à la faculté de Lyon. 
C'est au mois d'octobre 1848 qu'il vint à Paris, d'abord 
comme professeur au lycée Fontanes, puis comme professeur 
de mathématiques spéciales au lycée Saint-Louis. Il occupa 
colle chaire importante pendant de longues années, entouré 
do nombreux élèves qu'attiraient, auprès de ce maître dis- 
tingué, des succès toujours croissants. 11 ne quitta le lycée 



Saiat'Louis que pour entrer à la Sorboaae, oîi U professa 
successivemsnt rastronomie et la physique mathématiqi^p, 
il faut ajouter, pour être complet dans cette nomenclature, 
que Briot fut, dans TiateryaUe, en 185S, maître de con- 
férences à l'École normale et, en i864, examinateur d'ad- 
mission à TÉcole polytechnique. 

Les travaux scientifiques de Charles Briot sont nombreux; 
ils ont tous une importance réelle et quelques-uns, comme 
la Théorie des Fonctions abéliennes y à laquelle T Académie des 
sciences accorda dernièrement le prix Poncelet, suffiraient 
pour rendre le nom de Briot impérissable prèg des m^- 
thémaliciens de Tavenir. 

Voici une liste, aussi complète qu'il nous a été possible 
de la faire, des livres et mémoires publiés par Briot. 

4 . Thèse sur le mouvement d'un corps solide autour d'un 
point fixe. (Liouville, tome VII, 1842, IS pages.) 

2. Théorie des points singuliers dans les courbes planes algé- 
briques. (Liouville, tome X, 184^^ 10 pages.) 

3. Pfote ^urTaf^rac/ion. (Liouville, tome XI, 1845, iO pages.) 

4. Note sur un thermomètre à indication continus, (Lyon, 
Société agricole, tome IX, 1846, 2 pages.) 

5. Note sur un perfectionnement dans la méthode en Géométrie. 
(Lyon, Mémoires de l'Académie, tome II, 1847, 3 pages.) 

6. Sur la théorie mathématique de la lumière. (Comptes ren- 
dus, 1859, 1860, 1861, 1863, 1867, 1868.) 

7 . Essai sur la théorie mathématique de la lumière. 

8. Recherches sur les propriétés des fonctions définies par des 
équations différentielles. (Comptes rendus, 1854.) 

9. Recherches sur les fonctions doublement périodiques, (Comp- 
tes rendus, 1855.) 

10. Mémoire sur l'intégration des équations différentielles au 
moyen des fonctions elliptiques. (Comptes rendus, 1855.) 

11. Étude des fonctions d'une variable imaginaire. (Paris, 
Journal de l'École polytechnique, 1856, cahier 36.) 

12. De la mesure des petites forces au m^yen du pendule. 
(Comptes rendus, 1865.) 

13. Théorie mécanique delà chaleur. 

14. Théorie des fonctions elliptiques . 
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15. Théorie des fonctions abéliennes. 

En outre, M. Briot a publié un grand nombre d'ouvrages 
destinés à renseignement classique : Arithmétique, Géométrie j 
Algèbre^ Trigonométrie, Géométrie analytique, Mécanique, On 
sait que parmi ces livres et ces mémoires quelques-uns ont 
été écrits en collaboration avec M. Bouquet, et le Mémoire 
n® 12 a été composé en collaboration avec M. Jamin. 

C'est par cette longue suite de travaux, par ces publications 
diverses et aussi par son enseignement à l'École normale 
et à la Sorbonne que Briot avait pris, sur la génération 
présente des professeurs de mathématiques, une si grande 
et si légitime influence. Un journal {le XIX^ Siècle, n° du 
4 octobre 1882), consacrant un article à la mémoire de 
Charles Briot, disait, en parlant de ces professeurs et en 
rappelant cette influence: « Chez ces jeunes maîtres, on 
trouverait encore autre chose, le souvenir et la reconnais- 
sance d'avoir été aimés par Briot comme des enfants, d'avoir 
été conseillés, soutenus, poussés par lui dans les commen- 
cements de leur carrière. Briot ne considérait que comme 
un prêt les services qu'il avait reçus de M. Barbet, et c'était 
une de ses joies d'homme et de citoyen de pouvoir en 
rendre à bon escient de tout pareils aux autres. » Nous 
tenons à nous associer ici à ce langage. C'est celui de la 
vérité, et son exactitude sera reconnue par tous ceux qui, 
comme nous, ont eu le bonheur de recevoir les leçons et les 
conseils de Briot. « Si vous saviez, disait-il un jour à quel- 
qu'un de notre connaissance, comme nous aimons les pro- 
fesseurs qui travaillent 1 » 

Tels ont été la vie et les travaux de ce maître, un des 
esprits les plus justes et les plus excellents que nous ayons 
connus. Les circonstances ont voulu que nous fussions, dans 
ce petit village d'Ault où il est venu s'éteindre, le témoin 
attristé des derniers jours de Briot. Nous pouvons dire, 
l'ayant vu, que Briot a su mourir aussi bien qu'il avait su vivre. 
Il a vu venir la mort avec calme, et s'est préparé en phi- 
losophe et en sage à cette suprême épreuve. Ses dernières 
pensées, après celles qu'il devait aux siens, ont été pour 
cette Éc:le normale qu'il aimait si profond^ément et dont il 



1 
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a été un des élèves les plus illustres. Il manifesta le re- 
gret de quitter la vie sans avoir pu contribaer à faire pré- 
valoir certaines réformes qui lui paraissaient utiles au bon 
recrutement de cette école. Fidèle aux principes de toute 
sa vie, il ne voulut avoir à son cnterremenl ni cérémonies, 
ni représentation de corps, ni discours; mais seulement 
ses proches, ses amis et les habitants de ce petit village 
de Chàtenay, où il passait la plus grande partie de son exis- 
tence. (Gr. L.) 



QUESTIONS PROPOSÉES 



61 . — Résoudre l'équatiou 

X . 2X . Sx 



+ -zr^^ + 



iv. -\- i ac+2 x-^- 3 

+ (x+i){x + 2){x + 3) '"''• 

(G. L) 

62. — On considère un cercle 0, et deux diamètres rec- 
tangulaires AB, CD. A partir du point A on prend un arc 
AQ, et dans Tautre sens un arc AP tel que 

arc AP == 2arc AQ. 

Soit Q' le symétrique de Q par rapport à CD. On demande 
le lieu géométrique décrit par le point I, commua aux droites 
PQ' et BQ. (G. L,) 

63. — Les premiers termes d'une série sont 1,7, 19. . . 
mais on a perdu la loi de récurrence des termes de cette 
série; on sait seulement que le terme général Un était une 
fonction entière et de second degré en n. Retrouver cette 
série, et démontrer que la somme des n premiers termes est 
égale à n«. (G. L.) 

Le Rédacteur-Gérant, 
E. VAZEILLE. 
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EQUATIONS RECIPROQUES 

du troisieme et du quatrieme degre 

(sens général) 

Par M. €8. de IjOD|feh»flips. 



1. — Nous avons déjà indiqué dans ce journal (*), en 
traitant quelques équations quadratiques, ce que nous en- 
tendions, dans un scds plus général que celui qui est ordi- 
nairement adopté, par équation réciproque du quatrième degré. 
Nous nous proposons de revenir sur ce point, parce que la 
définition que nous avons donnée de l'équation réciproque, 
comme celle qui est ordinairement employée, renferme une^ 
pétition de principe dont il est facile de la débarrasser, 
comme nous allons le montrer. Nous avons dit qu'une équa- 
tion était réciproque lorsque, admettant la racine x\ elle 

k 
admettait aussi, et nécessairement, la racine — r. Mais cette 

X 

définition suppose Texistence d'une racine, c'est-à-dire le 
théorème de d'Alemhert. Il n'y a évidemment aucun incon- 
vénient à envisager de la sorte les équations réciproques 
dans les cours de Mathématiques spéciales ou l'on donne la 
démonstration de ce théorème. Il n'en est plus de même 
dans les cours de Mathématiques élémentaires. Ici il nous 
parait nécessaire de ne pas préjuger, dans une définition, 
l'existence, non démontrée^ des racines d'une équation du 
quatrième degré. Pour ce motif nous voulons revenir ici rapi- 
dement sur le sujet déjà traité dans l'article cité., et donner, 
des équations réciproques du quatrième et du troisième degré, 
dans le sens général que nous donnons à cette expression, une 
théorie qui nous parait à l'abri de toute objection. 

2. — Nous dirons qu'wne équation de degré m, f(x) = o est 
réciproque lorsque Von a identiquement 

(*) JniUet 1882, MaiMmatiquti élémentaire^^ p. 156. 
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f(x) = Xx»f(^) (1) 



pour des valeurs convenablement choisies de "k et de k. 

Si Ton applique cette définition à réquatioû 
Aœ* + Bx^ + Cûc» + Dos + E = o, 
on trouve, par un calcul facile, la condition unique 

AD* = B*E, 
que nous avons donnée dans Tarticle cité. 

Cette condition étant établie, on décompose comme nous 
Tavons fait voir (*) Téquation donnée, en deux trinômes du 
second degré, et c'est cette décomposition même qui prouve 
que Téquation proposée a quatre racineSé On évite ainsi: 
1** de faire reposer la définition des équations réciproques sur 
une hypothèse ; 2® ofi n*a pas à distinguer des équations réci-- 
proques de première ou de seconde espèce (**) et Von traite 
un problème qui renferma les unes et les autres ^ et^ avec celles-ci, 
toutes les équations réciproques dans le sens général que nous 
donnons à ce mot. 

Il faut d'ailleurs observer que, l'existence des racines une 

fois établie» il résulte de la définition (i) que si Xi est une 

k 
racine, — est aussi une racine : appelant celle*ci x^ on a 

donc XiX^ = k. 

k 
Soit Xi une troisième racine, — - est la quatrième racine; 



a?8 



on peut donc dire que x^x^ = k 
et, par suite, x^x^ = ^spo^» 

Cette propriété des racines, en adoptant notre manière de 
voir, est donc une conséquence de la définition donnée plus 
haut, et ne doit pas être prisé comme définition, pour ne pas 
admettre l'existence même des racines. 

3. — On trouvera, à Tarticle déjà cité, tous les détails que 
nous avons donnés pour résoudre l'équation réciproque du 
quatrième degré. Nous ajouterons ici seulement quelques 
mots relatifs à l'équation du troisième degré. 

(*) Journal de Mathématiques élémentaires^ p. 169. 
(♦•) Algèbre de M. Combette, p. 370. 
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Soit Aoî* + Bx» + Co; -f D =3 o 

une éqtt&tion réciproque (sens général) du troisième dagré. 
On a donô identiquement, par définition : 
Ax^ +Ba;« + Cûc + D = X (kk* + Bk*x + Gfcr* -f Dx»); 
et, par suite, A = AD 

B = XGi' 
G = XBA« 
D = )Ak\ 
En éliminant X et k entre Ces relations on trouve entre les 
coefficients la condition unique 

AG« = B^D. 
L'équation peut alors s'écrire 

A(-' + -g-) + Ba.(. + f)=o. 

On aperçoit la racine j?^ = — -— 

Jd 

C 

et Téqûatlon, débarrassée du facteur x -4- -^> est 

B 

On peut facilement résoudre et discuter cette équation. 

4. — Les idées et les calculs qui précèdent s'étendent sans 
difficulté aux équations de degré quelconque; mais nous ne 
voulons pas entrer ici dans une«généralisation facile à faire 
et qui s'adresserait plus particulièrement à Tautre partie de 
ce journal. Nous ajouterons seulement quelques mots pour 
bien préciser notre pensée et montrer ce qui la différencie 
de celle qui préside ordinairement à cette théorie des équa- 
tions réciproques. Pour nous, des équations réciproques, 
dans le sens que nous attachons à ce mot, ne sont pas seu- 
lement celles dont les racines, groupées deux à deux conve- 
nablement, jouissent de la propriété de former, dans ces 
groupes. Un produit toujours égal à + i o^ à — t ; mais, plus 
généralement, dont le produit est toujours égal à un nombre 
donné k. 

Nous irons même plus loin dans cette voie, et nous esti- 
mons qu'on devrait nommer équalions réciproques, celles dont 



— 268 — 

les racineSf groupées deux à deux convenablement ^ satisfont à 
une même équation homographique en involution ; de telle sorte 
enfin que les racines x^, x[; a?,, ocg; . • . Xp^ Xp de réquatioii 
proposée (groupées convenablement) donneraient les rela- 
tions : 

kx^x\ + Bfcci + x\) + C = 

Ax,aî'j + B{x^ + a?2) + G = o 



\XpX + ^i^p + «p + C = 0. 
Si Ton suppose B = o on retombe dans le cas qui vient 
de nous occuper, celui où deux racines ont un produit con- 
stant : si A = o on a un autre cas d'abaissement bien connu 
et dont nous avons dit un mot relativement au quatrième 
degré (voir Journal des MathémxitiqueSj p. 172). Enfin si Ton 
suppose A et B différents de zéro, ce qui est le cas général, 
on ramène facilement ce casa celui des équations réciproques 
(sens général), en observant que la relation homographique 
en involution Axx -(- B{x -\- x) -\- G = o 
peut s'écrire 

/ . BW . , B\ B«-AC 

Si Ton change alors d'inconnue, en posant 

~ A' 
la nouvelle équation en X sera réciproque, dans le sens 
que nous donnons à ce mot. 



QUESTION 347 



Dans un parallélogramme on donne la sommée des côtés et des 
diagonales 2a, un angle p et Vangle des diagonales a, trouver 
les côtés et les diagonales. 

Li figure ci-après donne 

X -j-y +z +u^a, (\) 

tt* + ** — 2UZ cos a = a?*, (2) 



(3) 
(4) 




B 






.'" 
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u* -f- js* 4" 2t*« cos a = 2/*, 
^' + !/' — 2îry cos p = 4JS*. 
Pour résoudre ce système, posons 

X r=zryji sincp, 
y =ry/7cos(p, 

w = r sia 6, 

js = ?•' cos 6. ^ '"'^^ 

Or si on ajoute (2) et (3) 
et si Ton remplace a?, j/, js, w c 
par leurs valeurs, on trouve 

r = r'. 
Cela posé, substituons dans (2), (3), (4), il vient 

I — sin 26 cos a = 2sin* cp, (5) 

I 4* sin 26 cos a = 2C0S* cp, (6) 

I — sin 2<p COS p = 2C0S* 0. (7) 

Multiplions (5) par (6), il vient 

I — sin* 2O cos* a = sin* 2cp 
et (7) peut s'écrire 

sin 2<p cos p = cos 2Ô. 
Eliminons sin 2cp entre ces deux dernières équations, il 
vient cos' p — sin* 2Ô cos* a cos* p = cos* 26, 
d'oîi cotg 26 = sin a cotg p. (8) 

De même cotg 29 = sin p cotg a. (9) 

Or (1) donne 

r[v 2 (sin <p + cos cp) + sin 6 + cos ô] = a 
et en appliquant la formule 
sin |x -f- cos(x= 2sin45cos([i — 43) =v 2 cos(|x — 45), 

on a 7V2[v2 cos((p — 45) + cos(6 — 45)] = a, 

dou r=— — -7= . 

V 2[v 2 cos((p — 45) -f" cos(6 — 45) 
Les équations (8) et (9) donnent 6et 9: par suite r est connu 
par suite aussi cr, 1/, z, u. 
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QUESTION 391 



Calculer les élêmenis d'un trapèze inscrit dans un cercle^ con- 
naissant un angle et la surface. 

Soit a Taogle donné BDG, R le rayon du cercle circonscrit, 

w* la surface. 
y^^'^'^ ^"^\^ Soient en outre 
, ^ BD = a?, CD = y, 

^"'"^ i v\ on a 
^^'''' î Y;\p AB=3/ — 2ED = t/ — 2a?cosa 

,^-'''' „ * ; M BE = a? sin a. 



^Y'^'^'^^ =M» ^ . AB-f-GD ^^ 

V S~7 Or m* = — -î- . BE ; 

\ / donc en remplaçant 

\^ y^ 2t/ — 2a? cos a 

2 

OU ni« == çcy gii) a •.-- 0?* sin a cos a, (i) 

D'un autre côté eu joignant PC, on a 

W> 513 W* + 1/' -^ ?û5j/ cos a. 

Menant le diam^tro CF, et remarquant que Tangle en F 

est égal à a, on a 

BQ =5 2R sin a ; 

dès lors 4R* sin* a = ac* + y* — 20?;/ cos a. (2) 

I,es équations (i) et (?) résolvent la question. 

•• .,, .. m* + a?* sin a cos a 

De Cl) on tire y =^' "--^ - — ^, » ; . 

^ X sin a 

portant cette valeur dans (2) et réduisant, il vient 

a?* siu* a '•^ 4R*ac' sin* a + w* = o. 

Nous lais0ûotf au lecteur le soiu de discuter cotte équation 

et de calculer y. 
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QUESTION 40 

Holiittoii par M. Puio, élève au Lycée de MontpeUier, 



Trouver le lieu des points tels que si de ces points on mène des 
tangentes à me parabole, elles forment avec une droite fixe un 
triangle isoscèle. 

On peut toujours faire passer la droite fixe par le foyer: 
car si elle n'y passait pas, on lui mènerait une parallèle par 
le foyer. 

Soit M un 
point du lieu. 

Menons par 
ce point une 
parallèle MK à 
Taxe, et joi- 
gnona MF; 

D'après un 
théorème con- 
nu, on a TMK 
= T'MF; d'ail- 
leurs le trian- 
gle MTT' de- 
vant être isos- 
cèle, il s'en^ 
suit que l'on a 
MKF = MFK, 
donc le trian- 
gle MFK est aussi isoscèle; l'angle MFK est égal à l'angle 
TED que fait la droite fixe avec l'axe, donc la droite FM a 
une direction fixe, et le lieu du point M est la droite FM 
déterminée de façon qu'elle fasse avec Taxe un angle double 
de l'angle de TT avec l'axe. 




QUESTION ai 

par JL Detci, élèTe ao Ljrcêe Chariemagne. 



Si ton comsidére une parabok rapportée à son axe Ox et à sa 
tangente au commet Oj; la norwuile en un point quelconque M 
de cette parabok rencontre Taxe en B et la tangente au sommet 
en I ; soit C le milieu de MB; si ton joint OG, la hauteur IH du 
triangle OIC est la polaire de t origine par rapport au cercle 
décrit sur MB comme diamètre. 
Menons la tangente WY au point M à la parabole ; elle 

rencontre la tan- 
gente au sommet 
en A. 

De M abaissons 
la perpendicu- 
laire MP sur Taxe 
Ox 
On a OT = OP 
par suite ÂM 

= AT 
et, si l'on joint 
AC, MH = HP 
Or, MT est aussi 
la tangente en M 
au cercle décrit 
sur MB; par suite 
MP est la polaire 
de A par rapport 
à ce cercle. 
Alors H, milieu 
de MP, est le pôle de Oj/ et la droite IH, qui passe par H 
et qui est perpendiculaire sur OC est bien la polaire de 
Torigine par rapport au cercle décrit sur M. 

Remarque. — Ceci prouve que le point I décrit la droite 
Oy quand le point M parcourt la parabole* 
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t)'oîi Ton déduit le théorème suivant : 

Théorème. — Si Von décrit le cercle sur la normale MB 
en un point quelconque M d'une parabole, cette normale et la 
polaire du sommet de la parabole par rapport à ce cercle se 
coupent sur la tangente au sommet, 

NoTAf — La même question à été résolue par M. Puig, à Montpellier. 



QUESTION 42 

isolation par M. Mosnat, à Thiers. 



On considère une parabole P; d'un point M, mobile sur cette 

courbe, on abaisse une perpendiculaire MA sur son axe, étan 

le sommet delà courbe, on imagine une ellipse ayant pour axes, 

en grandeur et en position, OA et MA. Trouver le lieu des foyers 

de cette ellipse. (Le lecteur est prié de faire la figure.) 

(G. L.) 
Nous distinguerons deux cas. 

Premier cas* — OA est le petit axe de Tellipse. Pour obte- 
nir les foyers, il faut alors décrire, de comme centre, avec 
MA comme rayon, un arc de cercle qui coupe MA aux deux 
points cherchés : soient F et F' ces deux points. 

Le triangle rectangle OAF donne AF^ =ÔF^ — ÔÂ^ 

Mais OF == MA et MA^ = 2jp . OA, par conséquent 
ÂF^ = OA (2p — OA) = OA.O'A, 
si nous prenons 00' = 2p. 

Le lieu cherché est donc un cercle décrit sur 00' comme 
diamètre. 

Deuxième cas, — OA est le grand axe et par suite le lieu 
des foyers. 

Le lieu se compose du cercle décrit sur 00' comme dia- 
mètre et de la droite O'X. 

Nota. — La même question a été résolue par MM. Puig, à Montpelliei* 
Gaullaider, au lycée Saint-Louis, à Paris. 
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QUESTION 49 

fiM>lvtioB par M. PuiG, élève au Lycée de Montpellier. 



Construire un triangle dont on cannait un angle, la hauteur 
issue du sommet de cet angle, et la somme des perpendiculaires 
abaissées du pied de cette hauteur sur les deux autres côtés. 

(Hallowell.) 
Le quadrilatère ADEF est inscriptible, le diamètre étant 

la hauteur donnée ; Tan- 
gle au centre EOF est le 
double de l'angle en A,et 
par suite la corde EF est 
connue en grandeur. 

En outre, dans le tri- 
angle EDF, on connaît 
le côté EF, Tangle op- 
posé qui est égal au sup- 
plément de l'angle en A 
donné, et la somme des 
deux cotés qui compren- 
nent cet angle ; on sait 
donc construire ce tri- 
angle ; il suffit pour cela 
de construire sur EF un 
c segment capable du 
demi-supplément de l'angle donné, de F comme centre, arec 
la somme donnée pour rayon, on décrit une circonférence 
qui rencontre en K l'arc de ce segment; on joint le point F 
au point K; cette ligne rencontre en D la première circonfé- 
rence tracée; le diamètre DA donne le sommet A du triangle ; 
pour le construire complètement, il suffit de mener en D une 
tangente au cercle AD jusqu'à la rencontre avec les lignes 
AEetAF. 

I^OTA. La même question a été résolue par MM. Deville, à Lorient; 

Mosnat, à Thiers; Toussaint, à Bar-le-Duc; Fleurot, à Marseille; Gaullaider 
au lycée Saint-Louis, à Paris. 
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QUESTION 60 

Stolution par M. Marst, élève au lycée do Lille. 



Résoudre l'équation 



x+x+i "'"x + 2 "^X+3 ""^' 

el plus généralement 

T"^ x + a "'" x + b + x + a + b ~^' 
on fera voir que les trois racines sont toujours réelles, et mêms 
toujours commensurableSf si a* -j- b* est un carré parfait, 

(G. L.) 
Je résous l'équation générale. Pour cela Je groupe ensem- 
ble le premier et le dernier terme, puis le second et le troi- 
sième, ce qui donne 

(2CD + a -f b) (7 — i — TT — rT\-\ — "f — \ TTx ) = <>• 

On a la première solution 

— _ JL+i.. 

puis il reste Téquation 

{x + a){x + &) + x{x + a + 6) = o 
ou 205* -f 2(a + b)x -j- û& = o. 

La quantité sous le radical est 

(a + 6)* — 2ab, 
ou a* + b\ 

Donc les racines sont toujours réelles, el de plus elles 
seront commensurables si a' -j- 6* est un carré parfait. 
Appliquons a Texemplc donné. Ici 

a=i, 6 = 2, a-|-6 = 3; a'* + 6^ =5; 
donc on a pour les racines 

— 3-h Vs 

X = = i 

2 

Nota. — Lu même q;uesLion a été résolue par M>L Léon CbevaUer, àSainto' 
Barbe; Deville, à Lorient; Désplanques^ à Condé-sur-l'Escaut. 
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EGALITES ET INEGALITES SIMULTANEES 

ET QUADRATIQUES 
Par M. Cr. de lionf^ehampa. 



1. — Nous supposons connus les principes démontrés 
dans tous les cours, exposés dans tous les ouvrages élémen- 
taires, principes relatifs à la théorie des inégalités. Nous 
nous proposons seulement, dans cette note, d'appliquer ces 
principes à des égalités et inégalités simultanées. Ce pro- 
blème est très élémentaire ; il offre pourtant quelque diffi- 
culté et il n'est pas à notre connaissance qu'il ait été encore 
abordé, au moins d'une façon générale et méthodique. Nous- 
mème, dans ce petit travail, ne traitons que le cas le 
plus simple, celui oii les égalités et inégalités considérées 
sont quadratiques. 

Nous définirons d'abord en quoi consiste au juste le pro- 
blème que nous allons essayer de traiter. 

Soient U et V deux fonctions de la lettre x, fonctions 
quadratiques, c'est-à-dire susceptibles d'être décomposées 
en facteurs du premier ou du second degré tout au plus. 

1® Exisle-t-il des nombres x satisfaisant à la fois aux deux 
conditions 

U=o U=o 

V>o ^^ V<o? 
Ceci constitue un premier problème qui ne comporte 
qu'un nombre déterminé de solutions, ce nombre pouvant 
être zéro ; et il faut trouver ces solutions. 

2° Existe-t-il des nombres x satisfaisant à la fois aux deux 
conditions 

U>o U>o 

V>o ^^ V<o ?elc... 

C'est un second problème, problème dans lequel on peut 

dire qu'on cherche à résoudre des inégalités simultanées; les 

solutions peuvent être en nombre infini ou ne pas exister du 

tout. Dans le premier cas on doit chercher s'il y a des limites 
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entre lesquelles on doit choisir la valeur de x et déterminer 
ces limites. 

Un troisième problème se présente aussitôt à l'esprit quand 
on s'est posé les deux questions précédentes, problème dans 
lequel on se proposerait de trouver des nombres x satisfai- 
sant aux trois conditions : 

U>o U>o 

V > o ou V > G, etc.. 
W>o W<o 

et beaucoup d'autres ; mais nous n'aborderons, et encore dans 
le cas le plus simple, que les deux premiers problèmes. Peut- 
être cette étude engagera-t-elle quelqu'un de nos lecteurs à 
poursuivre et à développer une question qui nous parait une 
des plus intéressantes et des plus délicates de l'algèbre élé- 
mentaire. 

2. — On propose de trouver les valeurs de x qui satisfont à 
la fois aux deux conditions : 

x* + px + q = o, 
X — a >> G. 
Ce problème revient à résoudre les deux équations : 

ce* + px + 9 = G, (1) 

x — a — î/ == G. (2) 

en eocigeant que y soit positif. Nous supposerons p' — 4^^ > o, 

car s'il en est autrement, il n'y a aucun nombre qui puisse 
satisfaire à la condition (1). 

L'équation qui détermine y est : 

!/* + î/ (2a +p) -h a» + pa + çr = o. 

Cette équation admet deux racines y\ y\ car : 

(2a + p)« — 4(a« + i>a + g) = p' — 49. 

Mais il faut encore que ces racines soient positives. 

Si a' -|-P*rl" 9 <C O9 il j di une racine positive, l'autre est 
négative; il y a donc seulement un nombre x satisfaisant 
au problème, c'est la racine supérieure à a; -si a* -j- P* "h 9 
> o, les deux nombres y, y' sont tous les deux positifs ou 
tous les deux négatifs; positifs pi 2a -f- P < o, négatifs si 
2a-j-p > G. 

En résumé : 
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** + P* H" 9 <! ^ une solation, 

. , , ^ \ 2a 4- p < o deux solutions, 

'^ /2a+|)>>0 zéro solution. 

3. — Trouver les valeurs de x qui satisfont à la fois aux 
deux conditions : x* + px -}- q = o, (1) 

x« + p'x + q > o. (2) 

Conformément à la méthode que nous avons indiquée, 
nous posons : x^ + px + g' — y = o, (3) 

Nous supposons p* — 49 > o, bien entendu, et nous exa- 
minerons d'abord le cas particulier ou p =p. Les équations 
(1) et (3) entraînent celle-ci : 

puisqu'on exige que y soit > o, on répondra donc que si 
q' — qr > o il y a deux solutions; il n'y en a aucune si 
q' — q<o. 

Abordons maintenant le cas général et supposons dans co 
qui va suivre p' — p < o. 

Les équations (1) et (3) donnent pour déterminer j/, et en 
appliquant la règle connue : 

(?' — î — yy = (P9 — 9P' — py) (p — P)^ 

ou y' + y \2{q ^ q') + p(p' - p)} + T = o. (4) 

En posant s 

T = (g — qy — (p'-^p) {pq — qph 
S=p(p — p) + 2 (q—q). 
Il est facile de vérifier que l'équation (4) admet deux ra- 
cines différentes; on trouve, en effets 

{^ (î -q) + P(P'- P)|2 -4T = (P -pr ip' - 49)* 
quantité positive, puisque nous supposons p — p < o et 
p' — 49>o* 

En raisonnant comme daijs le cas qui précède, on forme 
le tableau suivant i 



T-<; o une solution et une seule^ 

S > ô deux solutions, 

S < o zéro sblutton, 

S > o une solution, 

S < o z^éro solution. 



T 



rl^ 



'r = o 
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Remarque, — On no peut pas avoir à la foi8S=o et T =so, 
sans avoir nécessairement : ou bien p =: p avec q = q\ ou 
pi — 4ç = o avec Tune des conditions S = o, T = o. 

Cette remarque est évidente, elle peut se vérifier par un 
calcul facile. 

4. — Supposons maintenant qu'on veuille trouver toutes les 
valeurs de x qui satisfont aux deux inégalités simultanées : 

X* + px + q > 0, 
X — a >> o. 

Nous supposons -^ ç > o; si non la nrcmière inégalité 

4 
aurait lieu pour toutes les valeurs de x et le problème serait 

immédiatement résolu par toutes les valeurs de x comprises 
dans l'intervalle a,-\~oo. 

Considérons les deux équations à trois inconnues 

y = x^ + px-{-q 

z = X — a 
Lorsqu'on donne à x une valeur arbitraire x\ il en ré- 
sulte pour y et pour j3 des valeurs correspondantes bien défi- 
nies y\ %\ les seules conditions imposées sont j/' > o, js' > o. 
Appelons x^ la plus petite, o?, la plus grande racine de 

l'équation ce* + P^ + ^ = o 

et supposons d'abord 

a* -f pa -f 9 < o, 
alors % est compris dans l'intervalle x^ x^ et les valeurs de x 
qui satisfont aux deux inégalités sont celles qui sont com* 
prises entre (Tj et + «o • Si, au contraire, a" + pa -|- g > o, 
deux cas sont à distinguer suivant que a est inférieur a Xi 
ou supérieur à x^\ dans la première hypothèse on peut 
prendre pour x toutes les valeurs comprises entre a et x^ 
et entre a?, et -f- ^ > dans la seconde seulement toutes les 
valeurs de x supérieures à a. Pour distinguer ces deux der- 
niers cas, on peut remarquer que x^ -f" ^% =^ — P et que si 
a < a?i on a aussi a < a?, et par suite 

2a < «1 + a?2 ou 2a -|- p << o. 
Si au contraire a>-i»2) on a de môme 2a-f-Pl>oet 
l'on peut résumer cette discussion ainsi qu'il suit: 
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Étant données les deux inégalités 

x' + px-f q>o 
X — * > o, 
avec la condition p' — 4q > o : ^ 

et ayant posé x* + P^ + 5 = <^ • ' * ' 

4^ Si a» + P* + <î<0V ■' '/" 

les solutions sont déterminées par les nombres ^njpériewrs à la 

plus grande racine. 

jo gi a* -}- pa -j- q >• o, 

on dîstinguei^a les deux hypothèses 2%-\-'p<Co€t 2a + P > o- 
dans le premier cas on poujv^a prendre pour x tous les nombres 
de Vintervalle qui sépare a de la pins petite racine et aussi ceux 
qui sont supérieurs à la plus grande racine : dans le second cas , 
on prendra, pour x, les nombres supérieurs à a, et ces nombres 
seuls. 

5. ^^ Supposons enûn que Ton veuille résoudre les deux 

négalités simultanées : 

a;* + P^ + î > o 
x^ + ja'cc 4- 9 > o. 

Nous supposons, pour des raisons déjà données, p^ — 49 
^o> p' — 4ç' > o et nous nommons x^, cCj, les racines do 
r équation x^ -[- px + 9 = o (1) 

ce,, a?*, celle de x^ + p'a; + g = o (2) 

En posant t/ = o;^ -f pa? + g 

.g = ce* + P^ + ?» 
on aura donc y = {x — œj {x — x^) 

j3 = (oj — ccg) (ce — x^) ; 

avec les conditions î/ !> o 

Nous nous plaçons dans le cas général, celui où les équa- 
tions (i), (2), n'ont pas de racines communes, celui où Ton 
a, par conséquent, T ^ o, en posant 

T =2: (g — ({Y — (P — P') W — 9P')» 
Nous distinguerons ifôis cas dans la discussion qui va suivre 

suivant que les racines sont fang'ées en grandeur croissante 

dans l'un ou l'autre des ordres suivants : 
1® a?!, (Bj, a?3, x^ \ 
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X^j 


^8> »^î> 


Xj, 


•^«» ^^i» 



(9o 'Y* /y» /y» 'Y* • 

ijr Xj, (Tjy ^4, *Cjî 

0?^ désignant, noas le supposons, la plus petite des quatre 
racines. 

Dans la première hypothèse, x peut varier depuis — <x 
jusqu'à Xi ; puis de a;, à oj, ; enfin de aj^ à -}- oo . 

Dans la deuxième, de — oo à Xi et de 074 à -f- <3o . 

Enfin dans la troisième de — 00 à Xi et de cr, à + <» . 

On peut faire rentrer ces deux derniers cas dans un énoncé 
unique en disant que : x peut varier depuis — 00 jusqu*à la 
plus petite des racines et depuis la plus grande jusqu*à + <» . 
Il y a donc deux cas principaux à distinguer; dans Tun il y 
a trois intervalles pour la variation de x, dans l'autre il n'y 
en a plus que deux et l'on peut se proposer de reconnaître 
immédiatement et sans résoudre les équations dans lequel des 
deux cas on est placé. 

Soit x* + px + ? = o, 

l'équation qui admet la pins petite racine x^ ; pour avoir 
l'ordre Xi x, x, X4 

il est nécessaire et sufiisant que les deux racines de cette 
équation satisfassent Vune et Vautre à l'inégalité 

x* + p'x + 9' > G. 

Or si l'on avait T •< o, nous avons vu plus haut (deuxième 
cas) qu'une seule des racines x^, x, répondait à cette con- 
dition; on n'a pas d'ailleurs T = o; on doit donc enfin sup- 
poser T >> 0. Ainsi dans l'hypothèse T > o, on peut avoir 
l'ordre x^, x„ x,, X4 ; de plus on ne peut avoir que celui-ci 
puisque x^ est la plus petite racine (V. le deuxième cas). 
Concluons donc : Si l'on propose de résoudre les deux inéga-- 
lités U > o, V > o, 

U = X* + P^ + î> V = X* + p'x + q\ 

Les équations U = o, V = o ayant comme racines quatre 
nombres différents^ x^ désignant le plus petit d*entre eux, x^ 
le plus grande si U représente celle de ces deux équations qui 
admet pour racine X|, ayant calculé la fonction 

T = (q - q')' - (P - P) (pq' - qp') . 
Si T > o, X peut varier dans trois intervalles : 
1® De — 00 à Xi ; 
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2® Dans rintei^valle des deucc racines comprises entre Xj et x*; 
3« De X4 à + 00 . 

St, au contraire T < 0, x peut varier seulement dans deux 
into^alles 

1"" De — oc àxj; 

S^ Dex^a-\-oo , 

Remarque. — Si l'on a T =: 0, cas particulier que pous 
avons réservé, on voit encore que x peut varier comme 4ans 
rbypotbèse T < q. 

6. — Dans les discussions qui précèdent, nous avons, 
pour plus de clarté, donné aux inégalités considérées un 
sens défini. On remarquera que la méthode que nous avons 
suivie est applicable, sauf des modifications évidentes, aux 
iaégalités ayant un sens différent de celui que nous avons 
adopté dans notre exposition. Nous ferons d'ailleurs ici une 
dernière remarque pour montrer comment on peut par un 
changement de variable transformer le sens d'une inégalité du 
second degré. 

Considérons l'inégalité ; 

x^'j-px'\-q'^0. (1) 

1^ Supposons d'abord q<^o. 

Posons î CD E= r|-, 

A 

on aura : X» ^" "^ "^ ' -^ °' 

ou en multipliant par X^ ; 

jfX» + Pï X 4- ^* > 0, 
et en divisant par le facteur négatif g; 

X^+pX + q<o. (8) 

L'inégalité (1) se trouve ainsi transformée en une égalité 
équivalente, mais de sens différent. 
2'' Si 9 > o, on posera d'abord ; 

.T =3= y + A, 

ce* + pX + g =î J/> -f (a/^ rf p)|^ + ft« -f pft + g; 
et comme l'on supppise p* — r 4g ^ 0, il y a une infinité de 
valeurs de h, savoir celles qui 3ont prises dtins rintervalle 
de deux racines de Téquation; 
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os^+paj + Ç =0» 
satisfaisant à l'inégalité : 

A' + P'^ + 9 < o» 
On retombe ainsi dans le cas précédent. 

ÉCOLE DES MINEUBS DE SÂINT-ÉTIENNE 1882 



Mathématiques. 

On donne deux sphères et 0', et un plan P ; on pro- 
pose de mener un second plan Q tel qu'il coupe les deux 
sphères suivant deux cercles dont les projections sur le plan 
P soient des ellipses ayant leurs axes respectivement égaux 
aux quatre longueurs données a, b, a', b'. Le plan Q sera 
déterminé par son intersection avec le plan P et Tangle des 
deux plans. — Discuter, 

— Chercher la condition pour que le polynôme a;* + hx^ 
-f- c soit divisible par x^ -^ px -\- q, 

— Résoudre le système suivant : 

^m ^n ^^ ^(» , ^n ^m =^ û». 

t^* vy =^b\ i(y v'^ = c, 

— Résoudre 

OOtg X — tg a? 3ç= sin oî + OOS a?. 

— Étudier la variation de distance d'un point fixe A à un 
point d'un cercle donné. 

Physique, 

Soit une balance dont le fléau pèse 5o grammos, la lon^ 
gueur du fléau est de o"',4o; son centre de gravité est ^ o"*,oi 
au-dessous de l'axe de suspension ; l'aiguille indicatrice a 
o»",2o de longueur. On demande s !• le déplacement de l'ai- 
guille pour un poids p mis dans l'un des plateaux ; 8*^ quelle 
modification il faudrait apporter à rappareil pour qu'il pût 
peser des poids décroissants jusqu'à i milligramme. On ad- 
mettra que le déplacement minimum appréciable à l'œil nu 
pour l'extrémité de l'aiguille est de i/a millimètre. 
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— Soit un cône qui, plongéparsa pointedansTeau, émerge 
d'une hauteur égale à a, et, plongé dans le mercure, émerge 
d'une hauteur égale à b ; on demande la hauteur totale du 
c6jàe et la densité de la matière dont il est fait. — Applica- 
tion, a = 0.2 ; 6 = 0.9 ; densité du mercure, iS.Sg. 

— Considérons un tube à deux branches réunies par un 
tube capillaire ; une des branches est fermée, et a i"*,5o de 
hauteur ; on a versé du mercure dans le tube, de façon à 
enfermer un certain volume d'air. A la pression de 0^,70, et 
à o^ le mercure s'élève de i mètre dans la branche fermée 
et de o'",40 dans la branche ouverte ; on demande quelle 
sera la position de la colonne mercurielle à la pression P 
et à la température T ; le coefficient de dilatation cubique du 
mercure est 0,00006 ; le coefficient de dilatation cubique de 
l'air est o,oo36; on négligera la dilatation du verre. -^ Ap- 
plication : P = 0.720 ; T = 100®. 
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Juillet 1882. 
BORDEAUX 

P 
Résoudre sin a? = -i- cote x: discuter. 

Application : p = 23, 9 = 3o. 

— Un terrain triangulaire a pour côtés i3o, 140, i5o mètres; 
on creuse tout autour un fossé qui raccourcit chacun des 
trois côtés de 3 mètres; la profondeur du fossé est de i*»,5o. 
On répand ensuite sur le triangle la terre provenant du 
déblai à une hauteur uniforme. Quelle sera cette hauteur? 

— On donne un cylindre honzontal de rayon R ; on pose 
sur ce cylindre une tige rigide AB, pesante, de longueur 2L, 
dont le poids est p par unité de longueur. Lorsque la tige 
e6t posée horizontalement, s'appuyant sur son point milieu, elle 
reste en équilibre. On suspend à son extrémité A un poids -x, 
la tige roule sans glissement sur le cylindre et prend la 
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position À'B' où elle est immobile. Trouver à ce moment 
Tangle que fait A'B' avec l'horizon. 

Application : L = i, R = 2, tc = 5, p = 12. 

— Somme des n premiers termes d'une progression géomé- 
trique décroissante. 

Le premier terme est égal à a, la raison à q. Calculer cette 

somme quand n = i2, a= iio, qz=z — ^ . Dans ce cas on 

demande la différence qu'il y a entre cette somme et le 
nombre qu'on obtiendrait si la progression était continuée à 
l'infini. 

— Inscrire dans un cercle de rayon R un triangle isoscèle 
tel que la somme de la base et de la hauteur soit égale à une 
quantité donnée h. Maximum de h. Calculer la distance de 
la base au centre du cercle dans le cas ouR= i35 et A = 255. 

— Résoudre sin (a -j- a?) = -5- cos (a — a?}. 

Cas où a= i8«3o'. 

— Calculer le périmètre et la surface d'un hexagone régu- 
lier inscrit dans une circonférence de rayon R. Calculer en 
outre le volume et la surface engendrés par cet hexagone en 
tournant autour d'un diamètre passant par un de ses sommets. 

Tansformer r — et calculer cette ex- 

a — b\c a-^-byc 

pression pour c = 3, 6 = 8. a = 20. 

TOURNON 

Dans une sphère donnée inscrire un cylindre tel que son 
volume augmenté de trois fois les volumes des segments 
sphériques qui ont même base que lui donne une somm^ 
égale à «a'. Maximum de ce volume. 

NANTES 

Les racines d'une équation du deuxième degré out 4**^ 
pour différence, et (a* —r 6*)*pour produit-Calouler cesracinf*. 
Montrer que si a et & sont Qujti^rs^t. q^^ raoines sont des Qom- 
bre s positifsentiers et.carcé^ pwfiftits. 



— «6 — 

TOULOUSE 

Les angles consécutifs A et G d'un trapèze sont droits. On 
donne les côtés parallèles AB = a, CD = 6 et le côté AG = h. 
On coupe le trapèze par une droite EP parallèle à AB et de 
longueur x. Calculer les segments AF, GF de la droite AG par 
la considération des aires des trapèzes ABEF, CDEF, ABCD. 

Si on fait tourner la figure autour de AG, calculer les 
volumes engendrés parles trapèzes ABEF, EFDO. Déterminer 
X do façon que ces volumes soient égaux» 

— Le grand axe de l'orbite d'une planète est quadruple du 
grand axe de l'orbite terrestre. Connaissant la durée de la 
révolution aidérala de la terre, évaluer en jours solaires 
moyens la durée de la révolution sidérale de la planète 
proposée. 

MARSEILLE 

On coupe un tétraèdre SABG par un plan parallèle aux 
deux arêtes opposées SA, BG; démontrer que Tintersection 
est un parallélogramme; maximum ou minimum de celte 
surface. 

— Démontrer que dans un pentagone régulier les diago-^ 
nales qui n'aboutissent pas au même sommet se coupent en 
moyenne et extrême raison. 

— Inscrire dans un triangle équilatéral ABC, de côté a, 
un triangle équilatéral DEF, de surface égale à la moitié 
du premier. Calculer les segments AD, DB, en fonction de a. 

NANTES 

Un levier pesant a la forme d'un triangle rectangle OBA; 
l'angle A est égal à a; la matière dont le triangle est corn- 
posé est homogène; il peut tourner dans un plan vertical 
autour de Tangle droit 0* Quelle force faut-il appliquer sui- 
vant le côté AB pour maintenir ce levier en équilibre dans 
une position donnée, en supposant du reste son poids connu 
et égal à P. 

BESANÇON 

On donne un cercle de rayon R ; sur le diamètre AB 
on construit un triangle équilatéral ABC; on prend sur OA 
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une longueur OD == â; on tire CD, et on prolonge cette droite 
jusqu'à sa seconde intersection M avec la circonférence. Dé- 
terminer la longueur de la corde AM. 

MONTPELLIER 
Simplifier Texpression 

(|8 ht /♦S 



+ .. ,:.. „. + 



(a — b) (a — c) (6 — c) (b — a) (c — a) (c — 6) * 

— Résoudre l'équation 

PAU 

La diagonale d*un rectangle est 2^. Si Ton allonge le 
plus petit côté de a, en raccourcissant le plus grand de 6, 
la diagonale reste la même; calculer les côtés du triangle. 

— On donne un triangle équilatéral ABC, et on partage 
BG en quatre parties égales. — On joint chacun des points 
de division au sommet A. Calculer les quatre angles en A, 
et le rapport de chacune des lignes de division au côlé BC. 

— Deux droites rectangulaires AB, AC étant données, 
ainsi qu'une circonférence de rayon R tangente à ces droites, 
trouver sur AB un point B tel qu'en menant de ce point une 
troisième tangente, la surface du triangle ABC ainsi obtenu 
soit égale à un carré donné m*. 

— Résoudre l'équation 

5 . 
cjs' œ = — sin a?» 
12 
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QUESTIONS PROPOSEES 



64. — On donne un demi-cercle construit sur la droite 
PQ comme diamètre ; soient A et B deux points pris sur la 
circonférence, et tels que PA -|- QB = 2R ; les droites PB et 
QA se coupent en un point G. 
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1^ Démontrer que le Uiangle GPQ jouit de cette propriété 
que l'inverse de la hauteur relative à PQ est égal à la somme 
des inverses des côtéç qui la comprennent. 

2^ Établir que cette propriété s'applique aussi au triangle 
CÂ.B; en considérant la hauteur issue du point G. 

3® Étudier la variation de AB quand le point A est supposé 
mobile sur la circonférence, et montrer que cette longueur 
passe par un maximum relatif quand la figure PABQ est un 
demi-hexagone régulier. 

iP Ayant projeté les points P,Qsur Afi, on obtient deux 
points A^B'. On propose d'établir la relation qui existe entre 
A'B' et AB. (G. L,) 

05. — Démontrer les propositions suivantes : 
{® La somme de trois cubes consécutifs est toujours divi- 
sible par trois fois le terme du milieu, et toujours par 9. 

ti' -4- (fi -f" 2)' 
2® Le nombre ■■ — • — — est toujours un nombre en- 

4 
tier; il est de plus toujours un nombre composé, excepté 

pour n = I . 

3<* Les nombres de la forme arithmétique n^ 4* ^' 4~ < ^^^^ 

toujours composés, excepté pour n = i. (G. L.) 

66. — On considère deux cercles A et A' se coupant ortho- 
gonalement. On prend sur A un point quelconque A, et on 
mène par ce point à A une tangente qui rencontre A' aux 
points B et G ; par ces points et par le point A', diamétrale- 
ment opposé à A, on fait passer une circonférence qui ren- 
contre AA' en un point L Trouver le lieu décrit par ce point 
I, lieu qui est une circonférence. (G. L.) 



Le Rédacteur-Gérant, 
E.VAZEILLE. 
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